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Introducao

Neste projeto estudamos alguns conceitos basicos
de espacos meétricos, espacos normados e
espacos com produto interno. Em seguida

estudamos alguns teoremas da analise funcional.

Palavras-chave: espacos normados, aproximacao,
teorema de Welerstrass.

Algumas definicoes e alguns resultados estudados

Definicao 1. Seja M um conjunto nao vazio €
d: M x M — R satisfazendo as seguintes
propriedades:

(dl) d(may) > O,Vx,y e M

(do) d(z,y) =0z =y,Vo,y € M

(ds) d(z,y) = d(y,z),Vz,y € M

(dy) dz,y) < d(z,2) +d(z,y),Ve,y,z € M

Dizemos que d € uma metrica em M.
Definicao 2. Seja p um ponto no espaco métrico
(M,d). Sendo ¢ > 0 a bola aberta de centro p e

raio ¢, indicada por B(p, €) € 0 seguinte

subconjunto de M:

B(p,e) ={x € M : d(x,p) < €}

Definicao 3. Um ponto x € M € dito ponto limite de
um conjunto £ C M se toda bola aberta B(z;r)
contém algum ponto y € E, com y # x.

Definicao 4. Um ponto x é dito ponto interior de E
se existe r > 0 tal que B(x;r) C E. Dizemos que
um conjunto E é aberto se todo ponto de £ é
ponto interior.

Definicao 5. Uma familia de conjuntos € dita uma
cobertura de F se E esta contido na uniao dos
conjuntos dessa familia. Dizemos que a cobertura
é aberta se cada elemento da familia for um
aberto.

Definicao 6. £ € compacto se toda cobertura
aberta de £ admite uma subcobertura finita.

Definicao 7. £ é sequencialmente compacto se
toda seqiéncia de £ contém uma subseqiéncia
convergente em E.

Definicao 8. F é denso em M se todo ponto de M
é um ponto limite de E.

C'(la, b], R) denota o espaco de todas as funcoes
continuas definidas no intervalo |a, b], com valores

reais, munido da norma
[flloc = sup|f(z)] : a < 2 < b}
Teorema 1 (Heine-Borel). Um subconjunto £ de R”
€ compacto se e somente se é fechado e limitado.

Definicao 9. Seja £ C C(la, b|,R). O conjunto E &
equicontinuo em x € |a, b] Se para qualquer € > 0
existe 0 > Otalquey € |a,b] e
z—y|<d=|flz) - fly)| <eVfeE
Teorema 2 (Arzela-Ascoli). Seja £ C C(]a, b],R).
Entao £ € compacto se e somente se é limitado,
fechado e equicontinuo.

Teorema 3 (Stone-Weierstrass). Seja X um
espaco métrico compacto, e assuma que
A C C(X;R) satisfaz as seguintes propriedades:

a) Aéum algebra: se f,g € Ae o € R, entao
f+4+gq,f-geaf estao todos em A.

b) A fungao constante f(z) =1,Vx € Aestaem A
(e portanto A contém todas as funcoes
constantes).

C) A separa pontos: para x # y € X, existe uma

f € Atalque f(z) # f(y)-
Entao A € denso em C'(X;R).

Definicao 10. Dizemos que V' é um espaco vetorial
normado se existe uma funcao || || : V — R,
chamada norma, satisfazendo:

)||v]| > 0,Vv e V;

il) ||v]| = 0 se e somente se v = 0;
i) [[Av|| = [A|||v],Vv e V e X eR;
V) ||v+u| < ||lv|| + ||u]|, Vv, u € V.

Teorema 4 (Hahn-Banach). Seja £ um espaco
normado real e seja M, um subespaco de E.
Entao, para cada ¢, € M, existe um funcional

linear ¢ : £ — R tal que:

a) ¢(x) = ¢o(x), Vo € My
o) [|o] = [[¢o]

Teorema 5 (Aproximacao de Weierstrass). Os
polinomios sao densos em C(|a, b|, R). Ou seja,
dado qualquer f € C(|a,b|,R) e dado um € > 0,
existe um polindmio p € C([a, b], R) tal que
Hf o pHoo < €.
Para sua demonstracao utilizamos os polinomios
de Berstein:

pu() = Y 5o Cop™(1 — )" " f(£), onde

Co i = gy € 0 coeficiente binomial.

Abaixo damos um exemplo de uma fungao sendo
aproximada por um polinomio:
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Grafico 1: grafico da funcao f(z) = 2° + 2z + 1,

usando o teorema da aproximacao de Weierstrass.

Conclusao
Comecamos nossos estudos com propriedades
basicas de espacos métricos, analisando varios
exemplos e resolvendo exercicios relacionados.
Em seqguida estudamos os teoremas de
Heine-Borel e Arzela-Ascoli, apresentando e
discutindo esses temas por meio de seminarios
semanais com o orientador. Mais adiante vimos
alguns teoremas importantes de analise funcional,
tais como Teorema da Aproximacao de
Welierstrass, Teorema de Stone-Weierstrass.
Sendo assim, atingimos o principal objetivo deste
projeto que era familiarizar a aluna com alguns
métodos de analise funcional, a analise critica de
resultados e demonstracoes além de um primeiro
contato com a preparacao de seminarios.
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