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Introducao

A Teoria da Aproximag¢ao € um ramo da Analise Funcional que apresenta ferramentas utilizadas em diversas areas da Matematica; seus resultados t€m aplicagdes em varios
campos como equagoes diferenciais e integrais, mecanica quantica e calculo de variacoes. Nesse projeto, estudamos elementos da teoria da aproximacgao, € analisamos

importantes resultados como: o teorema de Aproximagao ¢
formas de representacao de uma melhor aproximacao e suas implicagdes no estudo de funcionais lineares limitados.

e Weierstrass, o teorema de Interpolacao Polinomial e o teorema de Representacao de Riesz, assim como as

Palavras Chave: Produto Interno - Melhor Aproximagao - Funcional Linear

Conceitos Basicos

Definicao 1. Um espaco vetorial real X é um espago
com produto interno se existe uma funcdo bilinear, po-
sitiva definida e simétrica (.,.) - X X X — R, chamada
de produto interno.

Definicao 2. Se X é um espaco com produto interno, a
norma de x € X ¢ definida por ||x|| .= \/{(z, x).

Definicao 3. Sejam K um subconjunto ndo-vazio de um
espaco com produto interno X e x € X. Um elemento
Yy € K é uma melhor aproximacdo de x em K se:

|z — yo|| = d(z, K) = inf ||z — y|]
ye K

O niimero d(x, K) é chamado distancia de x a K.

Se cada * € X possui uma melhor aproximagcdo em
K, entdo K é chamado de conjunto proximinal. Caso
cada x € X possua uma vnica melhor aproximacdo em
K, dizemos que K é um conjunto de Chebyshev.

Definicao 4. Um subconjunto K de um espaco vetorial
X ¢é dito convexo se \x + (1 — \)y € K para cada
r,ye Kel < A<

Teorema 1. (Unicidade) Seja K um subconjunto con-
vexo do espaco com produto interno X. Entdo cada
r € X possui, no mdximo, uma melhor aproximagdo
em K. Em particular, todo conjunto convexo proximinal
é um conjunto de Chebyshev.

Definicao 5. Seja (x,,) uma sequéncia em um subcon-
junto K de um espag¢o com produto interno X :

1. Dizemos que (x,,) é uma sequéncia de Cauchy em K
se, para cada € > 0, existe N € N tal que:

n,m>N = ||z, —x,| <e

2.8e x € X, dizemos que (x,) € uma sequéncia minimi-
zante para x, se ||x — x,|| — d(x, K).

Definicao 6. Um subconjunto K de um espaco com pro-
duto interno X é dito:

1. completo se cada sequéncia de Cauchy em K con-
verge para um ponto em K.

2. aproximativamente compacto se cada sequéncia mi-
nimizante possui uma subsequéncia convergente a um
ponto em K.

Teorema 2. (Existéncia)

1. Todo conjunto aproximativamente compacto é proxi-
minal.

2. Todo conjunto convexo completo é um conjunto apro-
ximativamente compacto, e portanto é um conjunto de

Chebyshev.

Caracterizagao das Melhores Aproximacgoes

Teorema 3. (Caracterizacao) Sejam K um subconjunto
convexo do espaco com produto interno X, x € X, e
Yo € K. Entdo y) é a melhor aproximagdo para x se, e
somente se

(z— v,y —1yy) <0 VyekK.

Podemos interpretar geometricamente este teorema de
duas formas:

1. O angulo 6 entre os vetores x — 1, € y — ¥y € no minimo
90° paracaday € K.

2.0 conjunto convexo K esta inteiramente em um dos
lados do hiperplano H que € ortogonal a x — 1y, € que

passa por .

Figura 1: Interpretacdo geométrica das melhores aproximacgoes

Funcionais Lineares LLimitados

Definicao 7. Um funcional linear em um espaco com
produto interno X é uma funcdo real f definida em X tal

que: f(ar+PBy) =af(x)+8f(y) Vz,y € X, a.f € R
Dizemos que | ¢ limitado se existe c € R tal que:
flz)] < cfjz|| Vo e X,

Definimos a norma sup de f por:

11 = sup i @) = sup [f()

A0zl < Jo]=1

Definicao 8. O espaco dual de um espaco com produto
interno X, denotado por X*, é o conjunto de todos os
funcionais lineares limitados em X. Definimos a adicdo
e a multiplicagdo por escalar em X™ pontualmente. As-
sim, X* com a norma sup é um espaco vetorial normado.

Definicao 9. Um hiperplano em um espaco com produto
interno X é um conjunto da forma.

H:={yeX; 2'(y) =c}

onde v* € X*\{0}ece R Sec=0, H:=keraz*éo
nucleo de z*.

Teorema 4. (Distdncia a Hiperplanos) Sejam X um espaco

com produto interno, x* € X*\ {0}, c€ R, e
H ={y € X; z*(y) = c}. Entdo:
1

||

d(x, H) = z%(x) —¢| VzeX. (1)

Teorema 3. Sejam X um espaco com produto interno e
2z € X fixo. A funcdo real f, definida em X por:

f(x) == (x,2) Vo € X, éum funcional linear limitado
em X e || f-|| = ||=]|.

Exemplo. Se X = R? fixe a, b, ¢ € R tais que

a’ + b* # 0 e considere H como a reta:

H = {y € R (y,2) = ¢}, onde z = (a,b) € R
Entdo:

d((z1,22), H) = (a® + b*)"2|az, + bxy — ¢

Note que a formula acima corresponde a formula de
distancia de ponto a reta ja conhecida.

x = (r1,T2)

Figura 2: Distancia de um ponto x ao hiperplano H
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