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I. INTRODUÇÃO

Ao se estudar o vasto campo dos sistemas dinâmicos, os
efeitos de sincronização não passam despercebidos. Sua
notável ubiquidade dentre sistemas complexos, desde sis-
temas de neurônios até enxames de insetos, tem atráıdo
a atenção de cientistas para compreender os mecanismos,
comportamentos dinâmicos e transições de fase associa-
dos a, sobretudo, sistemas de unidades oscilatórias, que
são bem representados pelos exemplos de comportamento
śıncrono observados.

No interior deste campo de estudo, encontramos a
paradigmática equação de Kuramoto, que descreve um
sistema de osciladores, cada um com uma frequência nat-
ural escolhida de uma distribuição especificada, e cuja
variação de fase com o tempo considera a contribuição
de um termo de acoplamento, no qual figura um fator
constante, escalar, associado à força da interação entre os
osciladores. A análise de Kuramoto nos mostra que, para
infinitos osciladores, a função que descreve a fração de os-
ciladores que estão sincronizados em função da constante
de acoplamento sofre uma transição de fase, que é uma
caracteŕıstica amplamente reconhecida em fenômenos de
sincronização reais.

Várias generalizações do modelo de Kuramoto, como
modelos multi-dimensionais, já foram estudados. Uma
publicação recente introduziu um estudo interessante ac-
erca das interações de ordem superior, o que significa es-
tender as interações par-a-par originais para acoplamen-
tos de três e quatro corpos. A análise revela uma nova
fase de biestabilidade, em que ambos comportamentos
desordenado e śıncrono são estáveis no equiĺıbrio.

Na linha de nossos trabalhos anteriores, nosso objetivo
aqui é generalizar a dinâmica de modelos unidimension-

ais, em sua descrição vetorial, de modo a ter matrizes no
lugar de acoplamentos escalares. Uma parametrização
conveniente destas matrizes de acoplamento constantes
revela novas transições de fase para dinâmicas distintas e
mais ricas no equiĺıbrio, chamadas de estados oscilatórios.
O foco do nosso trabalho é, desta vez, o modelo de in-
terações de ordem superior discutido por Skardal e Are-
nas, e como – e se – esses estados oscilatórios emergem
em tal modelo no caso de acoplamentos matriciais.

A. Modelo de Kuramoto de Ordem Superior

O sistema de Kuramoto consiste deN osciladores, cada
um possuindo uma fase interna representada pelo ângulo
θi que roda com frequência natural ωi [1]. Tipicamente,
as frequências dos osciladores são sorteadas de uma dis-
tribuição g(ω). As equações dinâmicas que descrevem o
caso de uma rede de conexões que considera as interações,
todos com todos, entre trios e quadras de unidades os-
cilatórias é dada por [2]

θ̇i = ωi +
K2

N

N∑
j=1

sin (θj − θi)

+
K3

N2

N∑
j=1

N∑
l=1

sin(2θj − θl − θi)

+
K4

N3

N∑
j=1

N∑
l=1

N∑
m=1

sin(θj + θl − θm − θi), (1)

onde ωi são as frequências naturais de cada oscilador,
selecionadas da distribuição g(ω), e K2, K3 e K4 são as
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constantes de acoplamento para os termos de dois, três e
quatro corpos, respectivamente.

Para estudar a sincronização entre os osciladores,
definem-se os parâmetros de ordem [2]

z = reiψ ≡ 1

N

N∑
i=1

eiθi , (2)

z2 = p2e
iψ2 ≡ 1

N

N∑
i=1

e2iθi , (3)

que indicam a fase de sincronização do sistema.

B. Descrição vetorial

Chandra et al [3] propuseram uma nova forma de escr-
ever o modelo de Kuramoto em termos de variáveis veto-
riais. Em vez de usar as variáveis angulares θ, definem-se
os vetores unitários 2D

σ⃗i = (cos θi, sin θi) (4)

e o parâmetro de ordem complexo z pode ser reescrito
como o vetor

r⃗ =
1

N

N∑
j=1

σ⃗j (5)

É fácil mostrar que, se θi satisfaz o modelo de Ku-
ramoto de ordem superior (1), então

dσ⃗i
dt

= Wiσ⃗i +
1

N

4∑
j=2

Kj [r⃗j − (σ⃗i · r⃗j)σ⃗i], (6)

onde

r⃗2 = r⃗, (7)

r⃗3 =
2

N

N∑
k=1

(r⃗ · σ⃗k)σ⃗k − r⃗, (8)

r⃗4 = r2r⃗ (9)

e sendo Wi uma matriz anti-simétrica contendo as
frequências naturais:

Wi =

(
0 −ωi
ωi 0

)
. (10)

C. Generalização

A equação (6) pode ser generalizada substituindo-se as
constantes de acoplamento Kj por matrizes constantes
Kj :

dσ⃗i
dt

= Wiσ⃗i +
1

N

4∑
j=2

[Kj r⃗j − (σ⃗i ·Kj r⃗j)σ⃗i], (11)

É fácil ver que as novas equações preservam a norma
dos vetores unitários, de forma que σi = 1. O modelo
original pode ser recuperado fazendo-se Kj = Kj1. No
entanto, outros acoplamentos são agora posśıveis dentro
do mesmo esquema geral do modelo. Conforme [4, 5]
pretendemos explorar a seguinte parametrização das ma-
trizes constantes de acoplamento:

Kj = kj

(
cosαj sinαj
− sinαj cosαj

)
+ jj

(
− cosβj sinβj
sinβj cosβj

)
,

(12)

II. EQUAÇÕES DINÂMICAS GLOBAIS

Para obter um sistema de equações que descreva a
dinâmica global do sistema, uma análise análoga à re-
alizada em nosso artigo [4] foi aplicada ao modelo de Ku-
ramoto de ordem superior, formulado em sua forma ve-
torial com acoplamentos generalizados por matrizes (Eq.
11). No limite de um número infinito de osciladores, o
parâmetro de ordem do sistema –isto é, o vetor médio que
caracteriza seu estado coletivo – equivale a uma integral
definida sobre todos os valores posśıveis da frequência
natural ω e ao longo de todo o intervalo da fase θ. Essa
integral pondera os versores de fase eiθ pela função den-
sidade f(ω, θ, t), que representa a fração de osciladores
com frequência natural ω que possuem fase θ no instante
t. A evolução temporal dessa função densidade obedece
à equação de continuidade, que leva em conta o fluxo de
osciladores ao longo da direção angular.
Uma expansão em séries de Fourier pode, então, ser

utilizada para representar f em relação à fase periódica
θ. Cada coeficiente de Fourier, dependente de ω e t, cor-
responde à amplitude complexa de um modo harmônico
espećıfico. Ott e Antonsen [6] propõem reduzir significa-
tivamente a dimensionalidade do problema ao restringir
a solução a uma classe autorrestrita, assumindo que essas
amplitudes sigam uma progressão geométrica em função
da ordem do respectivo modo harmônico. Especifica-
mente, postulam que cada coeficiente seja proporcional a
uma potência de um único parâmetro complexo α(ω, t),
que encapsula tanto a amplitude quanto a fase locais no
espaço das frequências naturais ω.
Essa hipótese permite reescrever explicitamente a

função f em termos desse parâmetro complexo local, o
que, ao ser inserido na equação de continuidade, leva a
uma equação dinâmica para α(ω, t). Como o parâmetro
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de ordem global é definido por uma integral ponder-
ada desse parâmetro local sobre toda a distribuição de
frequências naturais, sua evolução temporal pode ser
obtida ao resolver essa relação integral. No caso par-
ticular de uma distribuição de frequências Lorentziana,
a integral pode ser avaliada via técnica do reśıduo, o
que resulta em uma equação fechada para a dinâmica
do parâmetro de ordem global. Dessa forma, a equação
diferencial original, que dependia explicitamente da dis-

tribuição das fases e das frequências individuais, pode
ser reformulada para descrever diretamente a evolução
do parâmetro de ordem global do sistema.

Aplicando a análise descrita para o modelo de Ku-
ramoto de ordem superior e assumindo um acoplamento
matricial parametrizado pelas constantes kj , jj , αj e βj
(Eq. 12), obtemos as seguintes equações para a dinâmica
da magnitude r e fase ψ do parâmetro de ordem global:

ṙ = −∆r +
r

2
(1− r2)

k2 cosα2 − j2 cos(2ψ + β2) + r2
4∑
j=3

(kj cosαj − jj cos(2ψ + βj))

 , (13)

ψ̇ = ω0 −
1

2
(1 + r2)

k2 sinα2 − j2 sin(2ψ + β2) + r2
4∑
j=3

(kj sinαj − jj sin(2ψ + βj))

 . (14)

III. SETORES

Por simplicidade, podemos fixar K4 = 0 e escrever as
equações dinâmicas como

u̇ = −uf(u, θ) = −u[2− (1− u)(κ2,c + uκ3,c)] (15)

θ̇ = −h(u, θ) = −(1 + u)(κ2,s + uκ3,s) (16)

onde u = r2, θ = 2ψ + β e{
κj,c = kj cosα− jj cos θ

κj,s = kj sinα− jj sin θ.
(17)

Os autovalores das matrizes Kj são dados por

λj,± = kj cosα±
√
j2j − k2j sin

2 α, (18)

e podemos definir os discriminantes

∆j ≡ j2j − k2j sin
2 α (19)

que diferenciam quatro setores

A. ∆2 ≥ 0, ∆3 ≥ 0 (matrizes de autovalores reais)

B. ∆2 ≥ 0, ∆3 < 0 (matriz de dois corpos de auto-
valores reais, matriz de três corpos de autovalores
complexos)

C. ∆2 < 0, ∆3 ≥ 0 (matriz de dois corpos de autoval-
ores complexos, matriz de três corpos de autoval-
ores reais)

D. ∆2 < 0, ∆3 < 0 (matrizes de autovalores com-
plexos)

A. Setor A

Neste caso, buscamos por soluções de equiĺıbrio das
equações 15, 16. Em um caso particular, digamos, de
ambos kj sinα = jj sin θ, isso significa que{

κj,c = kj cosα+
√
∆j ,

κj,s = 0,
(20)

o que faz 15 autônoma, como no caso da região de fase
regulada de [4]. Realizando a análise de estabilidade
linear da solução trivial da equação 15, encontramos a
equação regulada

˙δu = −δu[2− κ2,c] (21)

que se torna instável quando o termo entre parênteses é
menor que zero, ou seja, quando

κ2,c > 2. (22)

ou

k2 cosα+
√

∆2 > 2, (23)

que corresponde a ajustar λ2,+ > 2.
A solução não trivial emerge ao fixar f(u, ψ) = 0, ou

seja

κ3,cu
2 + (κ2,c − κ3,c)u− κ2,c + 2 = 0, (24)

de que provêm as soluções

u± =
κ3,c − κ2,c ±

√
(κ2,c + κ3,c)2 − 8κ3,c
2κ3,c

. (25)

Estas, no entanto, só são posśıveis quando

κ2,c ≥ 2
√

2κ3,c − κ3,c or κ3,c ≥ 4− κ2,c + 2
√

2(2− κ2,c).

(26)
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FIG. 1. Regiões obtidas da simulação das equações 15 e 16 no setor A do caso representativo jj = kj sinα, j = 2, 3. Em (a)
escolhe-se o ponto inicial r0 = 0.01, enquanto em (b) escolhe-se r0 = 1.0. A região verde contém pontos (K2,K3) em que a
simulação leva a um r > 0.1, com ṙ = 0, o que denota uma sincronia estática. A região azul, por sua vez, mostra os casos em
que r ≈ 0, desordenado.

FIG. 2. Regiões previstas no planoK2-K3, comKj = kj cosα,
para o caso jj = kj sinα. A linha azul marca o limiar de es-
tabilidade da solução desordenada. Acima da linha vermelha,
há a possibilidade de a solução u+ existir e ser estável ao lado
da solução trivial. Note que o caso α = 0 é exatamente o de
Skardal & Arenas.

Escolher os casos representativos jj = kj sinα (que cor-
responde a ∆j = 0), como na linha do Kuramoto Original
do plano J-K mostrado em [4], nos permite fazer um di-
agrama de fases de K2 ×K3 e simular numericamente as
equações 15 e 16 neste espaço, que mostram uma região

de biestabilidade da solução desordenada e de sincronia
estática (Fig. 1). A Fig. 2 mostra as previsões tanto
das possibilidades das soluções 25, quanto da instabili-
dade da solução r = 0, que coincidem com os resultados
numéricos.

CONCLUSÃO

O tratamento matricial desenvolvido neste trabalho
amplia o panorama dinâmico do modelo de Kuramoto
com interações de ordem superior. Ao promover cada
constante escalar Kj a uma matriz Kj parametrizada
por rotações (αj , βj) e amplitudes independentes (kj , jj)
[Eq. (12)], o acoplamento deixa de atuar como mero
escalonamento, abrindo novas possibilidades para a auto-
organização coletiva. A redução de dimensionalidade via
ansatz de Ott–Antonsen conduz a um par de equações
globais, Eqs. 13 e 14, em que os termos matriciais en-
tram de forma expĺıcita e controlável.
Analisando os autovalores λj,± das matrizes de acopla-

mento, introduzimos os discriminantes ∆j e sepa-
ramos o espaço de parâmetros em quatro setores, dis-
tinguindo combinações de autovalores reais e com-
plexos. Essa classificação unifica, sob um mesmo for-
malismo, transições já conhecidas—como a biestabilidade
estática—e fenômenos inéditos, nomeadamente estados
oscilatórios estáveis que surgem quando pelo menos uma
das matrizes possui autovalores complexos. Nos casos de
autovalores estritamente reais (Setor A), recuperamos as
mesmas condições de instabilidade de r = 0 e as soluções
sincronizadas u± obtidas por Skardal e Arenas. Assim,
o cenário original aparece como um caso particular den-
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tro do espaço ampliado gerado pelo acoplamento matri-
cial. Nos setores mistos (B e C) mostram-se posśıveis, re-
spectivamente, transições entre comportamento desorde-

nado sincronias estáticas e estados oscilatórios, enquanto
no setor D temos uma dinâmica puramente estática do
parâmetro de ordem.
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