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I. INTRODUCAO

Ao se estudar o vasto campo dos sistemas dinamicos, os
efeitos de sincronizagao nao passam despercebidos. Sua
notavel ubiquidade dentre sistemas complexos, desde sis-
temas de neurdnios até enxames de insetos, tem atraido
a atencao de cientistas para compreender os mecanismos,
comportamentos dinamicos e transi¢oes de fase associa-
dos a, sobretudo, sistemas de unidades oscilatérias, que
sao bem representados pelos exemplos de comportamento
sincrono observados.

No interior deste campo de estudo, encontramos a
paradigmatica equagao de Kuramoto, que descreve um
sistema de osciladores, cada um com uma frequéncia nat-
ural escolhida de uma distribuigao especificada, e cuja
variagao de fase com o tempo considera a contribuicao
de um termo de acoplamento, no qual figura um fator
constante, escalar, associado a forca da interagao entre os
osciladores. A analise de Kuramoto nos mostra que, para
infinitos osciladores, a fungao que descreve a fracao de os-
ciladores que estao sincronizados em funcao da constante
de acoplamento sofre uma transicao de fase, que é uma
caracteristica amplamente reconhecida em fenomenos de
sincronizacao reais.

Varias generalizagoes do modelo de Kuramoto, como
modelos multi-dimensionais, ja foram estudados. Uma
publicagao recente introduziu um estudo interessante ac-
erca das interagoes de ordem superior, o que significa es-
tender as interagoes par-a-par originais para acoplamen-
tos de trés e quatro corpos. A andlise revela uma nova
fase de biestabilidade, em que ambos comportamentos
desordenado e sincrono sao estaveis no equilibrio.

Na linha de nossos trabalhos anteriores, nosso objetivo
aqui é generalizar a dinamica de modelos unidimension-

ais, em sua descrigao vetorial, de modo a ter matrizes no
lugar de acoplamentos escalares. Uma parametrizagao
conveniente destas matrizes de acoplamento constantes
revela novas transigoes de fase para dinamicas distintas e
mais ricas no equilibrio, chamadas de estados oscilatorios.
O foco do nosso trabalho é, desta vez, o modelo de in-
teragoes de ordem superior discutido por Skardal e Are-
nas, e como — e se — esses estados oscilatérios emergem
em tal modelo no caso de acoplamentos matriciais.

A. Modelo de Kuramoto de Ordem Superior

O sistema de Kuramoto consiste de N osciladores, cada
um possuindo uma fase interna representada pelo angulo
0; que roda com frequéncia natural w; [1]. Tipicamente,
as frequéncias dos osciladores sao sorteadas de uma dis-
tribuigdo g(w). As equagbes dinamicas que descrevem o
caso de uma rede de conexdes que considera as interacoes,
todos com todos, entre trios e quadras de unidades os-
cilatérias é dada por [2]

onde w; sao as frequéncias naturais de cada oscilador,
selecionadas da distribuigdo g(w), e Ko, K3 e K4 sao as



constantes de acoplamento para os termos de dois, trés e
quatro corpos, respectivamente.

Para estudar a sincronizagao entre os osciladores,
definem-se os pardmetros de ordem [2]
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LN

= pactn = L3 ®)
i=1

que indicam a fase de sincronizagao do sistema.

B. Descrigao vetorial

Chandra et al [3] propuseram uma nova forma de escr-
ever o modelo de Kuramoto em termos de varidveis veto-
riais. Em vez de usar as varidveis angulares 6, definem-se
os vetores unitarios 2D

7; = (cosB;,sin6;) (4)

e o parametro de ordem complexo z pode ser reescrito
como o vetor
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E f4cil mostrar que, se #; satisfaz o modelo de Ku-
ramoto de ordem superior (1), entao
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e sendo W; uma matriz anti-simétrica contendo as
frequéncias naturais:

W, = (3 _6“’7? ) (10)

C. Generalizagao

A equagdo (6) pode ser generalizada substituindo-se as
constantes de acoplamento K; por matrizes constantes
K]‘I
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E facil ver que as novas equagoes preservam a norma
dos vetores unitarios, de forma que o; = 1. O modelo
original pode ser recuperado fazendo-se K; = K;1. No
entanto, outros acoplamentos sao agora possiveis dentro
do mesmo esquema geral do modelo. Conforme [4, 5]
pretendemos explorar a seguinte parametrizacao das ma-
trizes constantes de acoplamento:

_ . [ cosa; sinaj . (—cosB3; sinp;
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(12

II. EQUACOES DINAMICAS GLOBAIS

Para obter um sistema de equagbes que descreva a
dinamica global do sistema, uma andlise andloga a re-
alizada em nosso artigo [4] foi aplicada ao modelo de Ku-
ramoto de ordem superior, formulado em sua forma ve-
torial com acoplamentos generalizados por matrizes (Eq.
11). No limite de um ndmero infinito de osciladores, o
parametro de ordem do sistema —isto é, o vetor médio que
caracteriza seu estado coletivo — equivale a uma integral
definida sobre todos os valores possiveis da frequéncia
natural w e ao longo de todo o intervalo da fase 6. Essa
integral pondera os versores de fase ¢’ pela funcio den-
sidade f(w,#,t), que representa a fragdo de osciladores
com frequéncia natural w que possuem fase 6 no instante
t. A evolucao temporal dessa fungao densidade obedece
a equagao de continuidade, que leva em conta o fluxo de
osciladores ao longo da dire¢ao angular.

Uma expansao em séries de Fourier pode, entao, ser
utilizada para representar f em relacao a fase periddica
0. Cada coeficiente de Fourier, dependente de w e t, cor-
responde a amplitude complexa de um modo harmoénico
especifico. Ott e Antonsen [6] propoem reduzir significa-
tivamente a dimensionalidade do problema ao restringir
a solucao a uma classe autorrestrita, assumindo que essas
amplitudes sigam uma progressao geométrica em fungao
da ordem do respectivo modo harmonico. Especifica-
mente, postulam que cada coeficiente seja proporcional a
uma poténcia de um tnico parametro complexo a(w,t),
que encapsula tanto a amplitude quanto a fase locais no
espaco das frequéncias naturais w.

Essa hipotese permite reescrever explicitamente a
funcao f em termos desse parametro complexo local, o
que, ao ser inserido na equacao de continuidade, leva a
uma equagao dindmica para a(w,t). Como o pardmetro



de ordem global é definido por uma integral ponder-
ada desse parametro local sobre toda a distribuicao de
frequéncias naturais, sua evolucao temporal pode ser
obtida ao resolver essa relagao integral. No caso par-
ticular de uma distribuicao de frequéncias Lorentziana,
a integral pode ser avaliada via técnica do residuo, o
que resulta em uma equacao fechada para a dindmica
do parametro de ordem global. Dessa forma, a equagao
diferencial original, que dependia explicitamente da dis-

J

tribuicao das fases e das frequéncias individuais, pode
ser reformulada para descrever diretamente a evolugao
do parametro de ordem global do sistema.

Aplicando a andlise descrita para o modelo de Ku-
ramoto de ordem superior e assumindo um acoplamento
matricial parametrizado pelas constantes k;, j;, a; e B;
(Eq. 12), obtemos as seguintes equagoes para a dindmica
da magnitude 7 e fase ¢ do parametro de ordem global:
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III. SETORES

Por simplicidade, podemos fixar K4 = 0 e escrever as
equagoes dinamicas como

o= —uf(u,0) = —ul2 — (1 —u)(rg.+ukz.) (15)
0= —h(u,0) = —(1 4 u) (Ko, + ukz) (16)

ondeu=1%0=2¢p+pBe

{Hj’c = kjcosa — j;cosf (17)

Kjs = kjsina — j;sin6.

Os autovalores das matrizes K; sao dados por

Aj+ = kjcosad /57 — k2 sin® a, (18)

e podemos definir os discriminantes
_ 2 2 2
Aj = ji — kjsin®a (19)
que diferenciam quatro setores
A. Ay >0, A3z > 0 (matrizes de autovalores reais)

B. Ay > 0, Az < 0 (matriz de dois corpos de auto-
valores reais, matriz de trés corpos de autovalores
complexos)

C. Ay <0, Az > 0 (matriz de dois corpos de autoval-
ores complexos, matriz de trés corpos de autoval-
ores reais)

D. Ay < 0, Az < 0 (matrizes de autovalores com-
plexos)

A. Setor A

Neste caso, buscamos por solugoes de equilibrio das
equagoes 15, 16. Em um caso particular, digamos, de
ambos k;sina = j; sin @, isso significa que

Kje=kjcosa—+ /A, (20)
Iij75 :0,

o que faz 15 auténoma, como no caso da regiao de fase
regulada de [4]. Realizando a andlise de estabilidade
linear da solucao trivial da equagao 15, encontramos a
equacao regulada

5’& = *5’114[2 - /{/2,(:] (21)

que se torna instavel quando o termo entre parénteses é
menor que zero, ou seja, quando

K2 > 2. (22)
ou
kacosa+/Ag > 2, (23)

que corresponde a ajustar Ay 4 > 2.
A solugao nao trivial emerge ao fixar f(u,1) = 0, ou
seja

/{37Cu2 + (K2,e — K3,0)u — Ko +2=0, (24)

de que provém as solugoes

R3,c — R2,c =+ \/(527c + /‘5370)2 — 8%2370
2“3,(: ’

UL = (25)

Estas, no entanto, s6 sao possiveis quando

Ko,c > 2¢/2K3 ¢ — Kg,e OF Kz >4 —Koe+21/2(2— ko).

(26)
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FIG. 1. Regides obtidas da simulagdo das equagdes 15 e 16 no setor A do caso representativo j; = k;sina, j = 2,3. Em (a)
escolhe-se o ponto inicial 7o = 0.01, enquanto em (b) escolhe-se ro = 1.0. A regido verde contém pontos (K2, K3) em que a
simulacdo leva a um r > 0.1, com 7 = 0, 0 que denota uma sincronia estdtica. A regido azul, por sua vez, mostra os casos em

que r =~ 0, desordenado.
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FIG. 2. Regides previstas no plano K»-K3, com K; = k; cos &,
para o caso j; = kjsina. A linha azul marca o limiar de es-
tabilidade da solugdo desordenada. Acima da linha vermelha,
h& a possibilidade de a solucdo u+ existir e ser estavel ao lado
da solugao trivial. Note que o caso a = 0 é exatamente o de
Skardal & Arenas.

Escolher os casos representativos j; = k; sin a (que cor-
responde a A; = 0), como na linha do Kuramoto Original
do plano J-K mostrado em [4], nos permite fazer um di-
agrama de fases de Ky X K3 e simular numericamente as
equacoes 15 e 16 neste espaco, que mostram uma regiao

de biestabilidade da solucao desordenada e de sincronia
estatica (Fig. 1). A Fig. 2 mostra as previsdes tanto
das possibilidades das solugoes 25, quanto da instabili-
dade da solugao r = 0, que coincidem com os resultados
numéricos.

CONCLUSAO

O tratamento matricial desenvolvido neste trabalho
amplia o panorama dinamico do modelo de Kuramoto
com interagdes de ordem superior. Ao promover cada
constante escalar K; a uma matriz K; parametrizada
por rotagoes (a;, 3;) e amplitudes independentes (k;, j;)
[Eq. (12)], o acoplamento deixa de atuar como mero
escalonamento, abrindo novas possibilidades para a auto-
organizagao coletiva. A redugao de dimensionalidade via
ansatz de Ott—Antonsen conduz a um par de equagoes
globais, Eqgs. 13 e 14, em que os termos matriciais en-
tram de forma explicita e controlavel.

Analisando os autovalores A; + das matrizes de acopla-
mento, introduzimos os discriminantes A; e sepa-
ramos o espacgo de parametros em quatro setores, dis-
tinguindo combinagoes de autovalores reais e com-
plexos. Essa classificagdo unifica, sob um mesmo for-
malismo, transicoes ja conhecidas—como a biestabilidade
estatica—e fendmenos inéditos, nomeadamente estados
oscilatorios estaveis que surgem quando pelo menos uma
das matrizes possui autovalores complexos. Nos casos de
autovalores estritamente reais (Setor A), recuperamos as
mesmas condicoes de instabilidade de r = 0 e as solugoes
sincronizadas u4 obtidas por Skardal e Arenas. Assim,
o cendrio original aparece como um caso particular den-



tro do espago ampliado gerado pelo acoplamento matri-
cial. Nos setores mistos (B e C) mostram-se possiveis, re-
spectivamente, transi¢coes entre comportamento desorde-

nado sincronias estaticas e estados oscilatorios, enquanto
no setor D temos uma dinamica puramente estatica do
parametro de ordem.
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