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Resumo

No Problema do Conjunto Dominante (DS), dado um grafo G = (V, E), o objetivo é
encontrar um subconjunto D C V de tamanho minimo tal que N[D] =V.

Consideramos o Problema do Conjunto Dominante 8-Justo (8-FDS), uma variante de DS
em que V é a unido disjunta de vértices vermelhos e azuis, cada vértice deve ser atribuido a
um vértice dominante em D, e a razao entre o niimero de vértices de cada cor atribuidos a
um elemento de D deve ser pelo menos 3.

Esse problema possui aplicagbes em agrupamento justo (fair clustering), que busca evitar
a sub-representagao de grupos, geralmente presente em solugoes produzidas por algoritmos
de agrupamento padrao.

Mostramos que S-FDS é W1]-dificil quando parametrizado por k + tw para cada 8 > 0,
onde k é o tamanho da solucdo e tw é a treewidth do grafo. Quando consideramos que
b= o para inteiros p e ¢, apresentamos um algoritmo O(ngA) para drvores e um algoritmo
O(3" (gA)?"w+2p) para grafos gerais que resolve -FDS, onde A é o grau méaximo do grafo
de entrada.

Palavras-Chave: Teoria dos grafos, Algoritmos Parametrizados, Clusterizagao

1 Introducao

No problema do CONJUNTO DOMINANTE (DS), dado um grafo G = (V, E) e um inteiro k,
devemos dizer se existe um conjunto D C V tal que N[D] = V (ou seja, todo vértice de V'
estd em D ou é vizinho de D) e |D| < k. Esse problema é extremamente importante tanto de

um ponto de vista tedérico — dado que é um problema NP-Completo [Garey and Johnson, 1979]

muito estudado — quanto do ponto de vista pratico — dadas as aplicagdes que DS e suas
variantes tém em diversos problemas.
Uma das aplicagoes de CONJUNTO DOMINANTE é como ferramenta de clusteriza¢io (ou

agrupamento) [Haenn et al., 2024] [Krishnam and Varma, 2011]. Problemas de agrupamento

consistem em particionar um conjunto de dados em grupos, de tal forma que os elementos de
cada grupo sdo “similares” de acordo com alguma métrica. Esse tipo de problema também

possui diversas aplicagoes |Ghosal et al., 2019]. DS é 1til em clusterizagdo pois ao considerar

um grafo G = (V, E) onde V corresponde aos elementos do conjunto de dados e E corresponde a
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pares de elementos “similares”, cada elemento do conjunto dominante de G pode ser visto como
o centro de um cluster [Hochbaum and Shmoys, 1985].

Problemas de clusterizagdo classicos ndo impoem restrigoes sobre o tamanho ou distribui-
¢ao dos pontos de um cluster, o que pode levar a sub-representacdo ou viés contra grupos de
elementos em certas aplicagdes [Chierichetti et al., 2017]. Tome como exemplo ilustrativo uma
aplicacao onde queremos agrupar noticias de carater parecido. Um algoritmo de clusteriza-
¢ao cléssico pode produzir clusters com uma quantidade exagerada de noticias de certo cunho
politico, por exemplo, o que pode ser indesejado. Isso motiva a area de fair clustering, onde
buscamos algoritmos de clusterizacao que evitem esse tipo de viés.

Nesse trabalho, aplicamos o conceito de “balance” introduzido em [Chierichetti et al., 2017]
ao problema do CONJUNTO DOMINANTE, criando a variante CONJUNTO DOMINANTE (3-JUSTO
(6-FDS). Em B-FDS, passamos a considerar um grafo G = (V, E) onde os vértices sao coloridos
com azul ou vermelho, e queremos decidir se existe um conjunto dominante de G de tamanho
k tal que cada cluster induzido pelo conjunto dominante tenha uma razao de vértices azuis e
vermelhos de pelo menos 5 (o problema sera definido formalmente em .

Em particular, estudamos a complexidade parametrizada de S-FDS. Mostramos que 5-FDS
é W[1]-dificil quando parametrizado por k + tw, onde k é o tamanho do conjunto dominante
e tw é a largura arboérea do grafo de entrada indicando a possivel inexisténcia de algoritmos
eficientes nesses parametros.

Também obtemos resultados positivos na forma de algoritmos. Por conveniéncia, vamos
dizer que B = 17; > 0 para inteiros p e ¢q. Para arvores, temos um algoritmo O(ngA) para
B-FDS, onde A é o grau maximo da arvore de entrada. Para grafos gerais, temos um algoritmo
O(3 (qA)?w+2p) para B-FDS, onde tw é a largura arbérea de G e A é o grau maximo do grafo
de G.

2 Meétodos e Definicoes

Dado um grafo G = (V, E) e uma biparti¢do dos vértices em duas cores R e B, isto é,
V = RU B, o balanceamento de um conjunto nao-vazio S C V é definido como

_ min{|SNR|,|SNB|}
balance(S) = max { [SORJ, [SNB[}"

O balanceamento captura a proporgao da representagdo das cores em um cluster. Seguem
exemplos de valores de balance de trés conjuntos, a fim de melhor entendimento.

balance(S7) =1 balance(S2) = 0.5 balance(S3) = 0

Em particular balance(S2) = 0.5 pois as cores estdo em uma proporgao de 1 para 2. Apli-
cando a férmula da defini¢ao, temos balance(Ss) = % =2=05

Dizemos que um conjunto D C V é conjunto dominante -justo se existir um mapeamento
a:V — D tal que balance(a~!(d)) > B para todo d € D, isto é, o balanceamento do cluster
associado a d é pelo menos 8. Para alguma constante 3, com 0 < 8 < 1, o problema do

CONJUNTO DOMINANTE (3-JUSTO (3-Fair Dominating Set, 3-FDS) consiste em, dado um grafo



G = (V, E), cujos vértices tém cores R ou B, e um inteiro k, decidir se existe conjunto dominante
B-justo de tamanho no maximo k.
Também dizemos que um algoritmo é FPT em relacdo ao parametro £ quando sua complexi-

O para alguma funcio computével f. Ademais, um problema

dade de tempo é da forma f(k)n
¢ FPT quando possui algoritmo FPT que o resolva.

Para aqueles mais familiares com complexidade classica, a classe P corresponderia a classe
FPT em complexidade parametrizada, enquanto a classe W[1] corresponderia a classe NP. Sendo
assim, acredita-se que se um problema é W([1]-dificil, ndo ha algoritmo FPT que resolva ele para
aqueles pardmetros. Definigdes formais da classe W[1] se encontram em [Cygan et al., 2015].

Sera omitida também a defini¢do de largura arbérea (treewidth), mas a mesma se encontra
em [Cygan et al., 2015]. Intuitivamente, a largura arbérea de um grafo representa o quao pré-
ximo ele estd de uma arvore. Para algoritmos baseados em treewidth, assumimos que estamos
equipados com uma decomposi¢do em arvore de largura minima do grafo de entrada para fins
de simplicidade, novamente seguindo [Cygan et al., 2015].

Para as complexidades de tempo dos algoritmos apresentados, denotamos n = |V| e m = |E]|.

Por se tratar de um trabalho de teoria da computacgdo, a obtencéo dos resultados foi dada
por meio de demonstragoes matematicas. Essas demonstragoes foram verificadas pelo orien-
tador durante reunides realizadas ao longo do periodo de pesquisa. Quando pertinente, serdao
apresentadas ideias das demonstracoes dos teoremas.

3 Algoritmos para -FDS

Primeiramente, vale comentar que apesar de todo grafo possuir algum conjunto dominante
(em particular, V' é conjunto dominante de qualquer grafo), nem todo grafo admite conjunto
dominante [S-justo. Por exemplo, ndo ha conjunto dominante 1-justo para grafos com uma
quantidade diferente de vértices de cada cor. Entretanto, ao menos para 3 = 1, é facil checar se
existe conjunto dominante 3-justo.

Teorema 1. Existe algoritmo que decide se um grafo G = (V, E) com colorag¢io x : V — {R, B}
admite conjunto dominante 1-justo em tempo O(n°/? +m).

Note que o algoritmo do teorema [I] ndo resolve 1-FDS, pois nao garante que o conjunto
dominante tem tamanho no maximo k. Em seguida, mostramos que o problema é FPT quando
parametrizado por tw—+ A, sendo A o maior grau entre os vértices do grafo. Para isso, mostramos

um lema intermediério:

Lema 2. Seja 5 = g bara inteiros p e q. S € um conjunto B-justo se e somente se existe funcao
g:S —[p,qNZ tal que:

> gl = X g = X g)- Y g(t)=0
reSNR beSNB reéSNR beSNB
E possivel demonstrar o lema [2 por meio de um argumento de continuidade discreta. Esse
lema é extremamente 1til pois traz uma caracterizacdo muito mais facil de trabalhar para (-
FDS, possibilitando o uso de programacao dindmica para resolver o problema. A partir disso,

obtemos o seguinte teoremas:

Teorema 3. Quando 3 = %, existe algoritmo que resolve 3-FDS em tempo O(3" (qA)*w+2n)
para grafos de grau no mdzrimo A quando equipado com uma decomposicio em drvore de largura
tw.



Figura 1: Reducao de CDS para 5-FDS.

O teorema [ parte de uma programagao dindmica na decomposigdo em arvore do grafo
de entrada. Em particular, utilizamos o conceito de nice tree decomposition com introduce edge
node, assim como apresentado em [Cygan et al., 2015]. Sendo assim, precisamos apenas garantir
que a condi¢do do lema[2] valha. Uma anélise cuidadosa das transigoes da programagao dindmica
nos levam a complexidade enunciada.

Note que o teorema |3|indica que S-FDS é FPT em A + tw, ja que estamos trabalhando com
[ constante.

Teorema 4. FEuziste algoritmo que resolve B-FDS para drvores em tempo O(ngA).

O algoritmo considera, para cada vértice v, um subproblema de encontrar um melhor cluster
a~!(v) tal que a condi¢do do lema [2| valha. No final, reduzimos o problema para n instancias
de uma versdao modificada de BOUNDED-KNAPSACK. Cada instdncia é resolvida em tempo
O(62%(v)q) a partir de pequenas modificagdes no algoritmo apresentado em [Kellerer et al., 2004],
onde d(v) corresponde ao grau do vértice v. Somando o tempo de todas as instdncias, temos

O(X,ev 02(v)q) < O(GA Y,y 6(v)) = O(ngA).

4 W]1]-dificuldade de 5-FDS

Para estudar a dificuldade de 5-FDS, fazemos uma redugdo do Problema do CONJUNTO
DOMINANTE CAPACITADO (CDS). Dado um grafo G = (V, E) e uma fun¢do de capacidade
c¢:V — N, um subconjunto de vértices D C V é um conjunto dominante capacitado se existir
um mapeamento o : V — D tal que |a~(d)| < ¢(d) para todo d € D. O problema CDS consiste
em, dado um grafo, capacidades nos vértices e um inteiro k, decidir se existe um conjunto
dominante capacitado de tamanho no maximo k.

Sabemos que CDS é W1]-dificil quando parametrizado por k + tw, em que tw é a largura
arbérea do grafo em questdo e k é o tamanho da solugdo [Dom et al., 2008]@ Em seguida,
iremos demonstrar que S-FDS também é W/[1]-dificil para cada § racional via uma redugao
parametrizada.

Teorema 5. Para cada  racional tal que 0 < 8 < 1, B-FDS é W[1]-dificil quando parametrizado
por k + tw, sendo tw a largura arbérea do grafo de entrada e k o tamanho da solugdo.

Ideia da demonstragdo. Como [ é racional entre 0 e 1, podemos escrevé-lo como uma fracao
irredutivel g, onde p e ¢ sdo constantes inteiras positivas e p < ¢q. Dada uma instancia (G, ¢, k)

TEm [Dom et al., 2008], um conjunto dominante capacitado é definido em termos de um mapeamento
a: (V' \ D) — D, mas é conveniente considerar um mapeamento « : V' — D no contexto de particionamento justo
e é possivel demonstrar que ambas as variantes sdo W[1]-dificeis modificando ligeiramente a reducao apresentada
no artigo original.



de CDS, em que G = (V,E) é um grafo de largura arbdrea tw, vamos construir uma ins-
tancia (G', R, B, k') de 5-FDS em que G’ = (V' E’) é um grafo com largura arbdérea no m4-
ximo tw' = ¢-tw+1e k' =k +1 (veja Figura[]).

Para cada vértice v € V, crie uma clique com ¢ vértices em R (vermelhos) denotados por
U1,02,...,0q. Além disso, para cada aresta (u,v) € E, adicione uma aresta entre u; e v; para
todo 1 <i4,j < g. Observe que, nesse momento, os vértices de cada clique sdo vizinhos gémeos
e G’ ¢ igual ao produto entre G e K.

Agora, para cada vértice v € V, crie p - ¢(v) vértices em B (azuis) denotados por v}, v5, .. ., v}’)_c(v)
e ligue cada vértice v] ao vértice v1, que é a primeira cépia do vértice v na clique. Defina
C =3 ,cv c(v) e observe que o niimero de vértices azuis criados é p - C.

Crie um vértice  vermelho e ligue esse vértice a cada um dos vértices azuis, isto é, cada
vértice v para v € Ve 1 <i < p-¢(v). Finalmente, crie ¢ - (C — |V]) — 1 vértices vermelhos,
denotados por yi, Y2, ..., Ys.(c—|v|)—1 € ligue cada um deles a z. Isso completa a construgao de
G’

Para completar a demonstracgao, é possivel mostrar que cada solucdo para a instancia de
CDS corresponde a uma solucao de 5-FDS e vice-versa. A observagao principal é que o niimero
de vértices vermelhos é exatamente ¢ - C' enquanto o numero de vértices azuis é exatamente
p - C. Isso implica que, para um conjunto dominante S-justo D com mapeamento «, temos
balance(a~!(d)) = 3 para cada vértice d € D. Segue que cada cluster tem um miltiplo de ¢
vértices vermelhos e um miltiplo de p vértices azuis. Além disso, é possivel verificar que existe
uma solu¢do em que o nimero de vértices de G associados a cada d é no maximo c(d). t
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