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INTRODUCAO:

As redes neurais convolucionais (CNNs) sdo exemplos de rede neurais profundas que contém um tipo
particular de operacao baseada na convolucao de filtros, sendo bem adequadas para aprender e repre-
sentar padrdes locais (Lecun et al.,|2015). Consequentemente, sao frequentemente consideradas como
base dos modelos de ponta em processamento de imagens e reconhecimento de padroes.

Diferente dos modelos tradicionais, redes neurais de valor vetorial (V-nets) utilizam vetores em vez
de nlumeros reais para representar as entradas, saidas e os pesos sinapticos (Valle, [2024). Portanto,
sédo adequadas para processar dados multidimensionais como imagens coloridas e hiperespectrais, por
se beneficiarem das propriedades geométricas da algebra utilizada. Varios trabalhos demonstram a van-
tagem das V-nets, especificamente das redes hipercomplexas, sobre modelos equivalentes com valores
reais, especialmente em tarefas envolvendo dados de varios canais, como o processamento de imagens
(Breuils et al.l [2022; Parcollet et al.l [2020; Vieira and Valle, 2022a). Trabalhos recentes também mos-
tram que redes em algebras hipercomplexas se destacam na redugédo da complexidade computacional,
ao mesmo tempo que fornecem desempenho semelhante ou superior em compara¢do com modelos com
valores reais (Grassucci et al., 2023, 2024; Vieira and Valle| [2022b).

Nesse trabalho, revisamos os conceitos basicos das algebras ndo-associativas e estudamos modelos
tradicionais e vetoriais de redes neurais convolucionais. Finalmente, investigamos aplicacdes das V-nets
em problemas de classificagdo de imagens como, por exemplo, no diagnostico de leucemia linfoblastica
aguda (Granero et al., [2021}; Vieira and Valle, 2022b).

ALGEBRAS NAO-ASSOCIATIVAS E HIPERCOMPLEXA:

Uma algebra ndo-associativa € um espaco vetorial com uma multiplicagcdo de vetores (Schafer, [1961).
Como uma operagao bilinear, a multiplicagao de x,y € V, denotada por xy, satisfaz

(x+y)z=x+4+yz, zlx+y) =zx+2zy, € alzy)=(ax)y=2x(ay), Va e ReVr,y,ze V. (1)

'Bolsista de Iniciagdo Cientifica do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPQq).



Consideraremos apenas espacos vetoriais de dimensao finita nesse trabalho.

Dada uma base ordenada £ = {ei,...,e,} em Ve z € V, existe uma Unica tupla (z1,...,z,) € R”
tal que z = > | z;e;, onde z1,...x, S80 as coordenadas z relacionadas a base ordenada £. A mul-
tiplicacdo em V é completamente caracterizada pelo produto dos elementos da base £ = {e1,...,e,}.
Precisamente, seja

n
€;€; :sz’jkelm \V/l,]:177n (2)
k=1

o produto entre dois elemento de £. Esse produto pode ser organizado na chamada tabela de multiplica-
¢ao que caracteriza completamente a algebra ndo-associativa.

Uma algebra hipercomplexa H é uma algebra ndo-associativa de dimensao finita onde o produto tem
uma identidade pelos dois lados (Kantor and Solodovnikov, (1989; |Vallel |2024). A base canbnica de uma
algebra hipercomplexa H de dimenséo dim(H) = n+1é 1 = {1,41,...,%,}, € um nimero hipercomplexo
€ dado por x = x¢ + x1%1 + ... + x,t,. Assim, as tabelas de multiplicagdo de nimeros complexos,
quatérnios e octbnios sdo dadas em relagdo as bases canénicas ¢ = {1,%1}, 1o = {1,%1,1%2,3}, €
0 = {1,141, %2, 13, 44, 15, t6, L7 }, respectivamente.

REDES NEURAIS CONVOLUCIONAIS DE VALOR VETORIAL.:

Ao usar “vetores de vetores” no lugar de vetores multidimensionais de nimeros reais, V-nets naturalmente
levam em conta a intercorrelacao entre canais de caracteristicas usando algebra vetorial, tornando estes
modelos menos propensos a pararem em minimos locais durante o treinamento. Assim, geralmente tém
o treinamento mais robusto em comparacao a redes tradicionais e tipicamente tém menos parametros.
Quando trabalhando com dados de valor vetorial, como sinais de dudio ou imagens coloridas em RGB,
modelos construidos especificamente para lidar com “vetores de vetores” podem performar melhor do
que modelos tradicionais com vetores de numeros reais (Valle, 2024). O préximo pardgrafo descreve
brevemente a camada convolucional usada em redes de valor vetorial, como descrito em (Valle, [2024).

Seja x a imagem de entrada com C' canais de caracteristicas de valor vetorial. Denotamos como
z(p,c) € V o contetdo do c-ésimo canal de caracteristica localizado no pixel p € D,, onde D, é o
dominio de x. Os pesos de uma camada convolucional com K filtros sdo arranjados em um vetor W tal
que W(q,c, k) € V é o peso do k-ésimo filtro no c-ésimo mapa de caracteristicas em ¢ € D, onde D é 0
dominio do filtro. Assim, a convolugao de valor vetorial de W e x é dada por

C
(W xa)(p,k) =D > W(g,c,k)x(p+S(q),0), p€ Dy, Vh=1,... . K (3)
c=1qeD

onde p + S(q) é uma translag@o que pode contemplar strides. A saida de uma camada convolucional é
obtida ao adicionar um termo de viés e aplicar uma fungéo de ativagéo da forma y = (W x = + b).

Redes neurais convolucionais tradicionais incluem, além de camadas densas e convolucionais, cama-
das de pooling (Lecun et al., 2015). Enquanto ha estudos atualmente buscando a criagdo de camadas
de pooling de valor vetorial, podemos usar um método que combina sua versao tradicional com camadas
convolucionais e densas de valor vetorial. Esse método aplica de forma eficaz as camadas de pooling
componente a componente (Valle, 2024). Além disso, V-nets podem incorporar uma camada de saida
densa tradicional para problemas de classificagdo. Uma camada densa de valor real é equivalente a
tomar a parte real de uma camada de valor hipercomplexo (Vallej, [2024).
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EXPERIMENTO COMPUTACIONAL.:

Consideramos o banco de dados “ALL-IDB: Acute Lymphoblastic Leukemia Image Database for Image
Processing”, desenvolvido por Fabio Scotti e colaboradores no Department of Information Technology,
Universita degli Studi di Milano (Labati et al., |2011). Este banco de dados contém 260 imagens no total,
com 130 imagens classificadas como células saudaveis (classificagdo 0) e 130 imagens classificadas
como linfoblastos (classificacéo 1).

Codificacao Hipercomplexa: Complexos, Quatérnios e Octonios

Seja zr = [R, G, B] os valores de RGB da imagem colorida. As seguintes estratégias de codificagdo foram
usadas na codificacdo da imagem RGB em imagens de valor complexo e quaternibnico:

» Codificacao Complexa: O pixel de cores RGB é codificado em dois nimeros complexos pela
equacao:
2V = [Ri, G + Bil. (4)

+ Codificacdao Quaterniénica: O pixel de cores RGB é codificado como um quatérnio pela equagao:

zy) = Ri+Gj + Bk. (5)

Além da codificagdo dada por e (©), consideramos também uma codificagdo parametrizada, dada
pelas expressoes:

x((cz) = [(a1,0R + a2,0G + a3,0B + Bo) + (a1,1R + a2,1G + a31B + (1)1, (6)

(a1 2R + a2 2G + a3 9B + B2) + (a1 3R + a2 3G + a3 3B + 3)d]

UCS) = (o1,0R + 2,06 + a3,0B + fo) + (1 1R + 221G + @3B + f1)1 7)

+ (a1,2R + 226G 4 a3 2B + (2)7F + (a1,3R + a2 3G + a3 3B + B3)k

1 . 2 . . L .
Note que, como :v((c), a imagem de valor complexo 95<(c) tem dois canais. De forma similar, a imagem RGB

€ codificada em um imagem de valor octoniénico pela equacao

7
zo = (a1 0R + @206+ a3 0B+ By) + Z(Oq,kR + g kG + a3 kB + B (8)
k=1

Os parametros «; i, e 51, sdo ajustados durante o treinamento dos modelos V-CNN.

Resultados e Analise

Treinamos 10 vezes cada um dos nossos 6 modelos, cujas arquiteturas exibem um numero total de
parametros decrescente. Especificamente, a CNN de valor real tem 250.050 parametros, enquanto o
modelo de valor octoniénico tem apenas 47.010 parametros (contados como nimeros de ponto flutuante).

A Figura 1] ilustra o grafico boxplot da acuracia atingida por cada modelo no conjunto de teste e a
Figura [2| apresenta um diagrama de Hasse, onde os modelos de melhor performance sdo posicionados
no topo. Nesse diagrama, uma linha indica que o modelo acima performou melhor que o modelo abaixo,
determinado por um teste de hipdtese pareado com 95% de nivel de significancia.
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Figura 1: Boxplot com a acuracia dos modelos CNN no conjunto de teste.

Os modelos C1, C2 e Q2 exibiram as maiores variagdes, com os modelos C1 e Q2 tendo também os
menores valores de acuracia. Por outro lado, os modelos R, C2, Q1 e O alcangcaram as maiores acura-
cias e demonstraram equivaléncia estatistica. Podemos concluir que V-Nets, especialmente as de valor
hipercomplexo discutidas neste relatorio, performam tdo bem quanto ou mesmo ligeiramente melhor que
suas versoes de valor real. Isso é conquistado ao mesmo tempo que vemos uma redugao significativa do
numero de parametros, e, consequentemente, dos recursos computacionais necessarios para armazenar
estes modelos.

CONSIDERACOES FINAIS:

Neste relatério, revisamos as bases algébricas de redes neurais de valor vetorial e hipercomplexo. De-
monstramos que modelos baseados nos numeros complexos, quatérnios e octénios podem atuar na
classificacdo de imagens coloridas de forma eficaz. Especificamente, avaliamos a performance de re-
des neurais de valor hipercomplexo usando o banco de dados ALL-IDB (Labati et al., 2011). Nossos
resultados indicam que modelos de valor vetorial conseguem reduzir o nimero de parametros sem com-
prometer a acuracia. Essa conclusao é especialmente significativa no contexto de aprendizado profundo
leve (lightweight deep learning), j& que reduz significativamente o nimero de pardmetros do modelo.
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