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1 Introducao

Nos ultimos anos, a analise de estabilidade de siste-
mas mecanicos tem se destacado como uma area crucial
de pesquisa devido a sua aplicabilidade em uma variedade
de campos, principalmente no projeto de controladores.
Garantir a estabilidade de um sistema de controle exige
conhecimento preciso do dispositivo. Contudo, é impos-
sivel medir com exatiddo os parametros fisicos, devido a
erros de medicdo e incertezas nos proprios parametros.
Assim, analisar a estabilidade de sistemas mecéinicos com
parametros incertos € essencial para assegurar desempe-
nho seguro e eficiente. Para a analise dos parametros in-
certos neste projeto, sdo consideradas duas modelagens
de incerteza: as incertezas intervalares, em que os para-
metros variam dentro de limites definidos, e as incertezas
politopicas, que correspondem a combinacbes convexas
de valores extremos.

Com foco especifico em equacdes diferenciais com co-
eficientes incertos, incluindo incertezas intervalares e po-
litépicas, essenciais na modelagem de sistemas aeroespa-
ciais, automotivos e de controle de processos, o trabalho
estudara a andlise de incerteza desses sistemas através da
formulacdo matematica dessas equagbes. Para esse es-
tudo, os softwares MATLAB e Mathematica foram utiliza-
dos para cdlculos numéricos e simbdlicos e também para
visualizar graficamente os efeitos das incerteza, que po-
dem surgir devido a variacOes de processo, imprecisoes de
medicdo ou perturbacdes externas. Consequentemente,
essas incertezas impactam diretamente a operacéo e a se-
guranca dos sistemas. A analise dessas incertezas € vital
para desenvolver tecnologias mais robustas e confidveis e
para prevenir falhas criticas em missoes.

Este projeto se concentra na aplicacdo de técnicas ana-
liticas e numéricas, como o Teorema de Lyapunov e o mé-
todo Root Locus, para explorar como as incertezas dos pa-
rametros afetam a estabilidade dos sistemas dinamicos. O

Teorema de Lyapunov oferece condicOes de estabilidade
usando funcoes de energia, enquanto o método Root Locus
permite a visualizacfo gréfica da localizac¢do das raizes da
equacdo caracteristica do sistema em relagdo a variacoes
dos parametros incertos.

2 Objetivos

Este projeto tem como objetivo compreender a formu-
lacdo matematica de equagbes diferenciais ordinarias com
coeficientes incertos, com foco nas incertezas intervalares
e principalmente politdpicas.

O projeto também estuda métodos de estabilidade
como Root Locus e o0 Método de Lyapunov, aplicando es-
sas técnicas em simulacoes numéricas, usando MATLAB e
Mathematica para modelar sistemas fisicos com incertezas
e visualizar o comportamento das solugoes.

3 Revisao bibliografica

Os estudos em estabilidade robusta originam-se das
analises matematicas de autores como Kharitonov, que, ja
na década de 60, investigou a estabilidade de polinémios
caracteristicos associados a equacdes diferenciais lineares
com pardmetros incertos. Em 1978, Kharitonov, em seu
trabalho seminal [1], prop6s um teorema essencial para
garantir a estabilidade de polinémios cujos coeficientes
variam dentro de um intervalo especificado.

Durante os anos 80, a pesquisa em sistemas incertos
intervalares evoluiu com contribuicées de [2], que inicial-
mente aplicaram modelos intervalares para analisar a in-
certeza nos coeficientes. Em [3], foi demonstrado que in-
tervalos poderiam ser representados como politopos, com
vértices nos extremos do intervalo e que a checagem de es-
tabilidade nesses extremos € suficiente para garantir esta-
bilidade do politopo inteiro. Essa transicdo para a modela-
gem politépica permitiu a aplicacdo de técnicas avancadas
para verificar a estabilidade de polindmios caracteristicos,
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como ilustrado em [4].

Na década de 1990, a analise de estabilidade sob incer-
tezas politdpicas continuou a expandir, como apresentado
em [5], que aplicaram técnicas de estabilidade de Lya-
punov a esses sistemas. Concomitantemente, [6] explo-
rou a aplicacdo conjunta do teorema de Kharitonov e do
método de Lyapunov para sistemas incertos. Observou-se
uma tendéncia clara de evitar a incerteza intervalar, com
uma preferéncia marcada pela modelagem politépica. Pa-
ralelamente, pesquisas que dao continuidade a aborda-
gem polinomial de Kharitonov, como [7], continuam rele-
vantes, apesar da preferéncia pela abordagem politépica
no contexto de incertezas paramétricas.

No inicio dos anos 2000, ocorreram contribui¢des sig-
nificativas de pesquisadores brasileiros [8], que usaram
LMI (Linear Matrix Inequalities) para sistemas incertos.
Entre 2004 e 2006, os trabalhos [9, 10] continuaram a ex-
plorar a estabilidade em sistemas incertos, focando prin-
cipalmente no método de Lyapunov. Seus trabalhos refi-
naram as técnicas existentes, contribuindo para a eficacia
e aplicabilidade da abordagem.

Na década de 2010, observou-se uma diversificacdo
nas abordagens de andlise de estabilidade. O trabalho
[11] retomou a andlise através de polindmios caracteris-
ticos, aplicando o teorema de Kharitonov em contextos
modernos. Paralelamente, o trabalho [12] continua a for-
necer técnicas baseadas em LMI e no método de Lyapunow.

Atualmente, a importancia dessa linha de pesquisa
persiste, como demonstram estudos recentes sobre a esta-
bilidade de polinomios caracteristicos com coeficientes in-
certos como [13], que investiga a estabilidade de Hurwitz
de uma familia de polinémios.

Esses trabalhos sublinham a relevéancia continua do es-
tudo de sistemas incertos para abordar desafios modernos
em controle e engenharia, propiciando ferramentas cada
vez mais sofisticadas para garantir a estabilidade robusta
em aplicacOes praticas.

Dentro desse contexto, esta pesquisa aborda duas for-
mulagdes classicas de andlise de estabilidade propostas na
literatura citada. O Método de Lyapunov para sistemas li-
neares incertos com coeficientes constantes ¢ uma condi-
¢do suficiente, mas ndo necessdria, de estabilidade. Dessa
forma, diversos autores tentaram ao longo de anos encon-
trar formulacdes para o teste nos vértices de um politopo
que diminuissem o conservadorismo do método.

Outra forma de diminuir o conservadorismo pode ser
vista no Lema 1 de [8], onde ha LMI's com condicoes dife-
rentes da abordada na proposicéo 1 de [5], por exemplo.
As LMTI’s citadas sédo a formulacdo mais classica no estudo
de estabilidade de sistemas lineares incertos na forma po-
litépica, enquanto [8] mostra que a forma proposta por
ele é, no minimo, equivalente a cldssica. Essa pratica € co-
mum aos artigos estudados, ja que, para aprimorar o uso

do método de Lyapunov, é necessario buscar LMI’s menos
conservadoras.

4 Metodologia

Nesta secdo, serdo explicados os métodos empregados
(Root Locus e Método de Lyapunov).

Além disso, uma modelagem matemadtica dos coefici-
entes incertos presentes nas equacdes estudadas foi am-
plamente discutida. As proximas subsecOes apresentam
essa modelagem das incertezas, além dos métodos de ve-
rificar a estabilidade desses sistemas.

4.1 Coeficientes Incertos

Seja p um dos coeficientes invariante no tempo de um
sistema qualquer. Esse parametro é incerto se

pe [pminv pmax] (]—)

As incertezas nos coeficientes das equacoes diferenci-
ais serdo modeladas matematicamente como segue. As
incertezas intervalares serdo representadas por intervalos
fechados, em que os coeficientes podem assumir qualquer
valor dentro desses intervalos. Por exemplo, a modelagem
de um coeficiente incerto p pode ser expressa como:

p=1po+0p 0€E][—€¢ )

em que py € o valor nominal de p e € define a magnitude
da incerteza permitida.

As incertezas politopicas serdo descritas por conjuntos
convexos formados pela combinacdo convexa de vértices
conhecidos. A representacdo de um coeficiente incerto po-
litépico p pode ser dada por:

n n
p:Zaipi, Z%‘:L a; =20
i=1 i=1

em que p; sdo os vértices que definem o politopo e «; sdo

€))

os coeficientes da combinagdo convexa, garantindo que
todos os valores de p permanegam dentro do conjunto de-
finido pelos vértices [pmin, Prmaz)-

As formas de modelagem citadas sdo equivalentes e no
projeto foi provado e verificado esse fato. Logo, é possi-
vel escrever, seja A(p) = A(«) uma matriz de coeficientes
incertos afim, que

Ala) = zn:aiAi, zn:ai =1 o=>0 4)
i=1 i=1

em que p é o vetor formado pelos varios p; dos quais a
matriz A depende. Assim, pode-se tratar um problema in-
tervalar através do politopo equivalente, como é feito em
diversos artigos estudados.

4.2 Root Locus

Na andlise de sistemas incertos, pode-se usar uma ana-
lise numérica exaustiva (forca bruta) e calcular para cada
valor do parametro incerto, os autovalores da matriz de
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coeficientes e verificar graficamente se algum tem sua
parte real positiva. Porém, por conta da alta demanda
computacional, outras abordagens se mostram mais efici-
entes.

Para ilustrar esse método, construiram-se graficos que
mapeiam os autovalores de matrizes que dependem de
forma afim de pardmetros incertos. As figuras 1 e 2 re-
presentam, respectivamente, os autovalores das matrizes
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Figura 1: Autovalores da matriz A4, («)
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Figura 2: Autovalores da matriz As(aq, as)

Nesses graficos, é possivel ver que, com a variacdo dos
parametros, surgiu instabilidade no sistema, ja que os au-
tovalores estavam no semiplano complexo esquerdo e pas-
saram para o semiplano direito para algum valor, até en-
tdo ndo conhecido, dos parametros.

De forma alternativa, pode-se adaptar a teoria classica
de Root Locus de tal forma que seja possivel provar a es-
tabilidade desses sistemas usando este método. Classica-
mente, o método permite visualizar como os polos de um

sistema linear com realimentacdo (feedback) variam de
acordo com mudancas nos pardmetros do sistema.

Porém, supondo que o objetivo é usar o método de
Root Locus para visualizar a posi¢do dos polos com a va-
riacdo, ndo do ganho, mas de um parametro da prdpria
equacdo que é incerto, ou seja, deseja-se entender para
quais valores possiveis assumidos por um parametro da
equacdo o sistema € estavel.

Peguemos como exemplo uma equacdo de segunda or-
dem na forma padrao

B(t) + 2wni (t) + wpa(t) = f(t) (6)
Sabe-se que esse sistema tem funcdo de transferéncia
_X(s) _ 1
G(s) = F(s) 82+ 2Cwps +w? 7

Fazendo um diagrama de blocos do sistema com o ga-
nho K, pode-se escrever a equacdo caracteristica do sis-
tema com ganho

1+ KH(s)=0 (8)
Neste contexto, K representa um pardmetro incerto da
dinamica, isolado como fator escalar na funcéo de trans-
feréncia. Dessa equagdo, conhecendo o sistema (H (s)), é
possivel usar o método de Root Locus no sistema com o ga-
nho e verificar sua estabilidade com a varia¢do do ganho.

Desse modo, suponha que ¢ seja um parametro cons-
tante cujo valor exato seja desconhecido. E de grande
utilidade entender como os autovalores do sistema de se-
gunda ordem variam ao variar ¢ nos reais.

Observe que, se a funcdo de transferéncia G(s) puder
ser expressa como um sistema com ganho K, é possivel
aplicar o método Root Locus. Note que agrupando os ter-
mos da equacgdo caracteristica do sistema de G(s) que con-
tém ( e dividindo a equacdo pelos termos restantes, tem-
se

s? + wfl + 2wps =0
9)

2wy, S

s
s2 4+ w?

14+¢
E chamando o termo que multiplica ( de H(s), ou seja, a
nova funcao de transferéncia do sistema, pode-se usar o
método de Root Locus de forma semelhante a sua formu-
lagéo classica, em que ¢ faz o papel do ganho K

1+(H(s)=0 (10)

Para exemplificar o método, faz-se um Root Locus do
sistema de segunda ordem com w, = 5 e ( incerto. A
construcdo do Root Locus segue a teoria cldssica, sendo vi-
sualizada por meio do grafico dos polos do sistema gerado
no MATLAB.
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Root Locus
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Figura 3: Root Locus de p(s)

Repare que, como ¢ > 0, o sistema é estdvel para qual-
quer valor assumido pelo parametro, ja que os autovalores
sempre estdo na esquerda do plano complexo.

O método pode ser aplicado a sistemas de qualquer or-
dem, porém ¢é limitado quanto a quantidade de parame-
tros incertos presentes. Usando a teoria cldssica, pode-se
provar a estabilidade apenas de sistemas com um unico
parametro incerto. Desse modo, apesar das vantagens em
relacdo ao método numérico de checagem de autovalores,
apresenta uma limitacdo quanto ao numero de parame-
tros incertos da equacio.

4.3 Método de Lyapunov

O Método de Lyapunov é uma técnica eficaz para ana-
lisar a estabilidade de sistemas dindamicos, inclusive aque-
les com diversos parametros incertos. Considere uma

equacao diferencial da forma

&= Ax 11
em que A é uma matriz com parametros incertos. O Mé-
todo de Lyapunov consiste em encontrar uma fungéo es-
calar V (), chamada de funcéo de Lyapunov, que satisfaca
as seguintes condi¢oes:

V(z)>0 e V(z)<0 (12)
Uma escolha comum para a funcdo de Lyapunov é:
V(z) = 2T Px (13)

sendo P uma matriz simétrica positiva definida. A deri-
vada temporal de V(x) pode ser calculada como:

V(z)=iTPr+ 2T Pi =27 (ATP 4+ PA)x (14)
A estabilidade do sistema € garantida se a condicdo
ATP+PA<O (15)

for valida para todos os = # 0 e for atendida para todos os
possiveis valores dos parametros incertos.

Para o caso em que A é uma matriz politépica, podem-
se propor diferentes estruturas para P e a condicdo de
Lyapunov nos vértices desse politopo. Assumindo uma P
constante, pode-se escrever o seguinte conjunto de desi-
gualdades matriciais lineares (LMI’s):

P>0

. | (16)
ATP 4+ PA; <0,

1=1,...,q

em que ¢ é o nimero de vértices do politopo. Nota-se
que, com P constante, sempre havera ¢ + 1 LMI's como
condicdo suficiente de estabilidade.

Agora, pode-se propor uma matriz P politdpica, com
mesma quantidade de vértices que A. Veja que, esta pro-
posta aparenta ser menos conservadora, ja que o pro-
grama terd ¢ matrizes P para provar a estabilidade do
politopo, ao invés de uma, como no caso anterior. Para
P politépicas, ha diversos conjuntos de LMI’s possiveis,
com graus de conservadorismo diferentes entre si. O con-
junto de LMI’s classico para esse caso, aqui nomeado de
"Forma 1", é dado por

P, >0, AZTP]'+PjA7; <0

(17)

1=1,...,q, j7=1,...,¢q

Outra forma, proposta no Lema 1 de [8], denominada
aqui "Forma 2", é definida por

P,>0, AIP,+PA; < —I

2

ATP; + PjA; + ATP, + PA; < ﬁI (18)

i=1,....q—1, j=i+1,....q

Dessa forma, foram implementadas as 3 estruturas de
P no MATLAB, usando o pacote YALMIP e os solvers de
LMTI’s Sedumi e SDPT3, para diminuir os erros numéricos.

Feita a implementacdo dos conjuntos de LMI’s, pode-
se fazer uma comparacdo estatistica do conservadorismo
de cada forma de P, para tentar entender qual estrutura
consegue provar a estabilidade de mais sistemas, e se al-
guma das estruturas prova todos os sistemas provados por
outra, além de outros sistemas que a estrutura mais con-
servadora falhou em provar estabilidade.

5 Resultados Obtidos

Nesta secdo, faz-se uma comparagido entre as pro-
posicoes de estruturas de P apresentadas anteriormente
usando os dados obtidos dos cédigos implementados.

Foram feitos os testes em 7800 sistemas, em que a di-
mensio n das matrizes varia de 2 até 7 (n = 2,...,7) e
em cada dimensdo sdo feitos 200 testes em cada quanti-
dade de vértices, sendo que este varia de 2 até n + 3 para
o n definido (¢ = 2,...,n + 3). Dessa forma, obtém-se
dados com varias dimensoes e quantidade de vértices. Do
tratamento dos dados, conclui-se:
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Solver Forma 1l Forma 2 P constante
SEDUMI 1434 2146 2146
SDPT3 1437 2221 2221

Casos provados por todas as estruturas: SEDUMI 1434, SDPT3 1437

Veja que, o conjunto de interseccdo entre os sistemas
que tiveram sua estabilidade provada pela forma 1, 2 e
P constante simultaneamente dista somente 3 casos (so-
mente quando usa-se o Sedumi) do que foi provado pela
forma 1 isoladamente. Verificando esses casos que des-
toam, percebe-se que a solucdo concedida pelo Sedumi
alega erro numérico para a forma 2 e para P constante.
Logo, todos os casos "bem-sucedidos"numericamente que
a forma 1 e P constante provaram estabilidade, a forma 2
também foi capaz de provar.

O SDPT3, por outro lado, teve menos erros numéri-
cos e mostrou mais casos resolvidos pela forma 2 e ndo
mostrou incoeréncia nas estatisticas.

Além disso, vale reparar que a forma 1 e o uso de P
constante levam ao mesmo ntmero e conjunto de LMI’s
com estabilidade provada. Logo, ha um forte indicio de
quem sejam propostas de P igualmente conservadoras e,
portanto, idénticas.

Observa-se também que a Forma 2, proposta m [8],
mostrou-se significativamente mais eficaz em provar a es-
tabilidade de sistemas politdpicos, abrangendo todos os
casos cobertos pelas outras formulagbes e provando esta-
bilidade para uma gama maior de sistemas. Portanto, ha
fortes indicios de que o conjunto de LMI’s propostas por
Ramos seja menos conservador que o conjunto de LMI’s
classicas e que o conjunto de sistemas com estabilidade
provada por elas englobe o conjunto de sistemas com es-
tabilidade provada pelas LMI’s classicas.

6 Conclusao

O estudo desenvolvido permitiu uma andlise aprofun-
dada da estabilidade de sistemas lineares invariantes no
tempo com pardametros incertos, destacando a importan-
cia de abordagens robustas em projetos de controle. A
aplicacdo conjunta dos métodos de Root Locus e de Lyapu-
nov — especialmente na formulacdo via LMI — mostrou-
se eficaz na identificacdo de condi¢des suficientes de esta-
bilidade. Os resultados obtidos evidenciaram o potencial
da estrutura politépica proposta por Ramos e Peres, por
apresentar menor conservadorismo em relacdo as formas
classicas. Além disso, a comparacdo sistematica entre di-
ferentes estruturas validou a robustez computacional da
abordagem, mesmo sob variacdes na dimensao do sistema
e numero de vértices. Dessa forma, o projeto nio apenas
reforca a relevancia de técnicas formais no estudo de sis-
temas incertos, como também contribuiu para o avanco
da anélise numérica e da interpretacdo critica de modelos
dindmicos na engenharia.
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