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INTRODUCAO

A Transmissao Continuamente Varidvel (CVT) é ampla-
mente utilizada no setor automotivo por permitir variagao
continua da relagdo de transmissdao, melhorando a eficién-
cia do motor e proporcionando condu¢dao mais suave. Seu
funcionamento baseia-se em polias expansivas ligadas por
correias ou correntes que ajustam o raio efetivo de contato,
eliminando trocas de marcha convencionais. Entre suas
vantagens estdo a manutengdo do motor na faixa ideal de
rotagao, reducao do consumo de combustivel e emissoes,
além do conforto no trafego urbano e integracao com sis-
temas hibridos e elétricos. Entretanto, sua complexidade
traz desafios ao controle e desempenho.

Este projeto de iniciacdo cientifica propoe a modela-
gem matemdtica de uma CVT por polias expansivas apli-
cada a prototipos mini-baja para competicoes da SAE
Brasil. O estudo visa descrever o comportamento fisico
do sistema e investigar, por simulagées computacionais,
estratégias de otimizacao da eficiéncia e desempenho, con-
siderando polias, correia, molas e massas em diferentes
condicoes operacionais. A abordagem busca reduzir en-
saios fisicos e contribuir para solugdes mais eficientes.

O principio de funcionamento da CVT

O sistema modelado utiliza uma correia de borracha para
transmitir torque entre duas polias méveis, sendo adotado
o modelo Comet, série 790 para a polia motora e 780 para
a polia movida. O acionamento ocorre por meio de um sis-
tema centrifugo acoplado & polia motora, que ajusta auto-
maticamente a relagdo de transmissao conforme a rotacao
do motor. Esse mecanismo inclui calota, pesos méveis,
roletes, molas de retorno e bracos articulados, responsa-
veis pela abertura e fechamento da polia motora, conforme
ilustrado nas figuras.

Em baixas rotacoes, a forga centrifuga nao supera a re-
sisténcia da mola de retorno, mantendo os discos da polia
motora afastados e a correia posicionada em raio menor
na polia motora e maior na polia movida, resultando em
alta relacao de transmissao, adequada para maior torque

e menor velocidade. Com o aumento da rotagdo, os pe-
sos se deslocam para fora, acionando os bragos articulados
que fecham a polia motora e deslocam a correia para raio
maior, enquanto a polia movida se abre, reduzindo a re-
lagio de transmissdo e fornecendo maior velocidade. O
ajuste automdtico mantém o motor na faixa de rotacdo
mais eficiente, podendo ser calibrado pela rigidez da mola
e pela massa dos pesos — pesos maiores antecipam o fecha-
mento da polia, enquanto molas mais rigidas prolongam
rotagoes mais altas antes da mudanga.

Figura 1: Conjunto de pesos moéveis, mola de retorno e
brago articulado.

METODOLOGIA

Para a modelagem dindmica da transmissao CVT,
utilizou-se a Equacdo de Eksergian, uma variagdo do mé-
todo lagrangeano para sistemas com um grau de liberdade,
que relaciona diretamente a variagado da energia cinética a
uma coordenada generalizada. Conforme Doughty (2001),
essa abordagem é eficaz para mecanismos com movimen-
tos ciclicos ou rotacionais, permitindo analise simplificada
por meio de coordenadas angulares. Na forma modificada,
a equacao considera a inércia e o coeficiente centripeto
generalizados, a derivada da energia potencial das forcas
conservativas e as forcas ndo conservativas.
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Coeficientes da Equagao

Na metodologia de Eksergian, aplica-se o conceito de pa-
rametros generalizados, que é a representacao desses pa-
rametros em fungdo da coordenada generalizada e de co-
eficientes generalizados, como de velocidade e de acelera-
¢a0. A partir disso, podemos reescrever termos como o da
energia cinética em funcdo das constantes de velocidade.
Sendo assim, os coeficientes da equacao de Eksergian sdo
obtidos da seguinte forma:

o Inércia generalizada (Z(g)): é o termo que acompa-
nha %q na equacao da energia cinética do sistema,
quando a escrevemos em funcao dos coeficientes de
velocidade:

7= L (1T MY + () ea) (K.
@)

o Coeficiente centripeto (C(q)): é originado da pri-
meira forma da equagdo de Eksergian e calculado
por:

Clq) = 0.561((1? (3)

o Contribuicdo das forcas conservativas (‘fi—‘;) e nao-

conservativas (QN®): escreve-se o trabalho realizado
pelas forcas em funcao dos coeficientes de velocidade;

RESULTADOS E DISCUSSOES

Para a formulacdo do modelo dindmico da transmissao
continuamente varidvel (CVT), adotaram-se simplificagdes
baseadas em Grimberg (2009), que representam o atua-
dor da polia motora como um mecanismo biela-manivela.
Essa simplificacdo reduz o sistema a um tnico grau de
liberdade, permitindo sua descricdo por meio da energia
cinética e possibilitando o célculo dos coeficientes da equa-
¢do de Eksergian.

Modelagem do Atuador da Polia Motora

Na modelagem dindmica, o conjunto mecénico é repre-
sentado por um sistema biela-manivela, em que o braco
oscilante que aciona o rolete corresponde a biela, o movi-
mento axial dos pratos da polia equivale ao deslocamento
de um pistao, e a manivela é um trecho geométrico ficticio
que completa o ciclo do movimento.

Figura 2: Vista lateral do atuador da polia motora e a
simplificacdo para um mecanismo biela manivela.

Para viabilizar a modelagem, adotaram-se as seguintes
hipéteses: o raio da calota da polia é constante; a massa
do conjunto formado pelo brago, peso e rolete esta concen-
trada no centro geométrico do rolete; a correia que conecta
as polias é inextensivel e homogénea; o angulo de contato

entre a correia e os pratos é suficientemente pequeno para
aproximagoes trigonométricas; o sistema opera sem perdas
por atrito; e a mola helicoidal na base do brago oscilante é
linear, com constante elastica determinada experimental-
mente.

Determinacao dos Coeficientes de Velocidade e de
Aceleragao

A formulagéo teve inicio com a defini¢io da coordenada
generalizada ¢, representando o dngulo da manivela ficti-
cia em relacdo ao eixo de simetria da polia, na projegao
lateral do mecanismo.

O modelo geométrico foi construido a partir da vista
lateral planificada do atuador (Figura , destacando a
manivela ficticia, o brago oscilante (biela) e a trajetéria
do rolete sobre a calota. Nessa configuragao, aplicou-se o
loop vetorial nos eixos x e y para estabelecer as relagoes
geométricas entre os componentes.

f1:—x1 4+ Bcos(A) — Reos(q) =0 (4)

f2:C + Bsen(A) — Rsen(q) =0 (5)

Depois disso, determinou-se os coeficientes de veloci-
dade do sistema estudado, definindo a matriz jacobiana
do sistema e resolvendo para S. Para o sistema de in-
teresse, [J] ¢ determinada a seguir, {S} é a matriz das
velocidades das varidveis A e z1 e ”f;” as equagoes [ e
Assim, teremos:

[ R P S i

Resolvendo o sistema para {S}, teremos, portanto:

(6)

(7)

21 = [Rsen(q) — Rtan(A)cos(q)] ¢ = Ky, q (8)
Em que K4 e K,, s@o os coeficientes de velocidade do
angulo da barra e do deslocamento axial da polia.

Rcos(q)

K4 — 024
A Beos(A)

9)

K., = Rsen(q) — Rtan(A)cos(q) (10)
J4 os coeficientes de aceleracao sao obtidos pela deriva-

¢ao dos coeficientes de velocidade em relagao a coordenada

generalizada ¢, conforme descrito pela equagao ?77:

B 0K 4 B Rsen(q) 2
La= dq  Bcos(A) *tan(4) - K )
0K, 2
Ly, = i Rcos(q) — Rsec”(A)cos(q) K a+
q
+ Rtan(A)sen(q) (12)
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Determinacio da Inércia Generalizada Z(q)

Para determinar a inércia generalizada Z(g) da polia mo-
tora, consideraram-se os termos que influenciam a energia
cinética do atuador: trés conjuntos brago-peso, cada um
COmM Massa Mypeso € velocidade linear Vi, e a parte moével da
polia motora, de massa my1, com velocidade linear ;. O
conjunto brago-peso realiza movimento em torno da coor-
denada generalizada ¢, enquanto a parte moével desloca-se

axialmente. Assim, a energia cinética do atuador é ex-
pressa por:
1 2 .2
T =3x §mpesoV1 + 3 mp1dy (13)
Desenvolvendo em funcao de ¢, obtém-se:
L. 2 2
T = iq (3mpesoR + mle:rl) (14)

O termo que acompanha %QQ corresponde a inércia ge-
neralizada da polia motoras:

T1(q) = 3mpesoR* + my K2, (15)

O coeficiente centripeto C;(g), segundo termo da equa-
¢ao de Eksergian, é calculado pela derivada da inércia ge-
neralizada, resultando em:

— (3mpesoR2 + mlegl) = mp1 Ky, Ly,

(16)

onde K, e L,, sdo os coeficientes de velocidade e ace-
leragdo, respectivamente.

Modelagem do Atuador da Polia Movida

O atuador da polia movida ¢é constituido por dois pratos,
um fixo ao eixo de saida e outro mével, que se desloca
axialmente. O fechamento da polia é promovido por uma
mola helicoidal de compressao instalada axialmente, e o
movimento é guiado por cames que asseguram estabili-
dade e simetria durante a expansao.

Figura 3: Vista lateral da polia movida

Determinacao dos Coeficientes de Velocidade e de
Aceleracgao

O procedimento de obtencao dos coeficientes de velocidade
e de aceleracao da posigdo axial da polia movida inicia-se
pela relagao entre o deslocamento radial e axial da correia,
conforme a equagdo abaixo:

AyQ (t)

— 2 (t)cotg(9) (17)

Em que y»2(t) é o movimento radial da correia, xo(t) é
o movimento axial e § é o dngulo de inclinacao do prato
das polias.

A posicéo da correia em relagio ao centro da polia serd
o raio efetivo maximo de contato da correia com a polia,
menos o seu deslocamento radial. Como a metade mo-
vel da polia movida varia na dire¢do negativa do eixo de
coordenadas adotado inicialmente, a equacao de Ry sera:

Ry(t) = Ra mas+xa(t)cotg(d) = x2(t) = tan(d)(Ra—R2,maz)
(18)
Derivando z2(t) em relacdo a t, obtemos:
d$2 d

Da equagao anterior, surge a necessidade de calcular
a expressao ddl?, a qual é obtida por meio da andlise do
comprimento da correia, conforme a figura abaixo.

> ,
ﬁ

k

\wfi: Y(_ [ - P;
A
\‘#‘ ‘\L

F £C

Figura 4: Relagoes geométricas da correia nas polias.

Do tridngulo pontilhado da figura [d] tiramos as rela-
coes:

o] =0y =« (20)
Ry — Ry
S 21
sen(a) = T2 (21)
Com « pequeno, podemos fazer as consideragoes:
sen(a) = « (22)
2
cos(a) = 1— % (23)

De Cammalleri (2005), o comprimento total da correia
é tal que:

L= (m—2a)Ry + (7 +2a)Ry + 2ECcos(a) (24)

L= (7m—2a)R; + (7 +2a)Ry + 2EC — ECa*®  (25)

Derivando a nova expressao de L em relacao ao tempo,
ficamos com:

dRy _ dRy, 7+ %% —TE (26)
A

Precisamos calcular, portanto, %, a qual tiramos da

relagdo da posicao da correia em relagao ao centro da polia
motora. Como x; se desloca para o lado negativo do eixo
x, ficamos com:

(27)

Ry = Ry min — x1c0tg(d)

XXXIII Congresso de Iniciacao Cientifica da UNICAMP — 2025



Entao,

dR;

dml .
7 —cotg(é)ﬁ = —cotg(0) K1 - 4 (28)
Assim, a constante de velocidade de Ry, Kg1, é
Kpg, = —cotg(6) Kz, (29)

Da equacao anterior, obtemos a constante de veloci-
dade de Rs:

o4 281 2Ry
Kprs = COtg((S)Kl'l : QERC; QERC; (30)
—Tc T

Obtidas as relagoes necessérias, obtemos a equacao de

dft"‘ em func¢ado dos pardmetros conhecidos:

2R 2R
daz _ .W+E7(§_E76%q (31)
dt " g 2 2

Assim, o termo que acompanha ¢ na equacao anterior
é o coeficiente de velocidade da coordenada x5, tal que:

2R 2Rs
K. — . T+ EC EC (32)
Z2 z1 2Ry + 2R2
EC

Obtido K,,, podemos calcular o coeﬁmente de acele-
racdo da coordenada xy, derivando a equagdo de K,, em
relagdo a q, conforme ja mostrado na equacao ?77. Entao,
ficamos com:

L1 w2 2 +K' = - (Kgr, — Kg,)
*2 1 2R 2R 1
T—%¢t B (w——2R1+2R"‘)
(33)

Determinacao da inércia generalizada

Conforme visto anteriormente, a inércia generalizada de
um sistema depende da energia cinética do mesmo. Como
o sistema estudado nesta secdo é o atuador da polia mo-
vida, apenas a metade mével da polia, m,,, influencia esse
fator. Desse modo, teremos:

T = mmxg (34)

2
Portanto, a expressao que acompanha %(f é a inércia

generalizada, tal que
Io(q) =

my, K2, (35)

Determinacao do coeficiente centripeto

O coeficiente centripeto da polia movida é funcdo da de-
rivacdo da energia cinética desse sistema em relacdo a q.
Assim, teremos:

Co(g) = 052D _

i (36)

- mPQsz L332

Determinacgao do Trabalho das Forgas Con-
servativas

No sistema modelado, a energia potencial resulta princi-
palmente das molas de tor¢do da polia motora e da mola
de compressao da polia movida. A polia motora possui
trés pares de molas de torcdo com constante elastica k;
e pré-carga Ay. Ja a polia movida conta com uma mola
de compressao, de constante eldstica ko e pré-carga xa.

Dessa forma, a energia potencial armazenada nessas molas
é expressa por:

1
Vi=3.2. §kt(A+A0)2 =3k(A+ Ag)?  (37)

1
Vo= §k2(9€2 + 29)? (38)

O trabalho virtual associado as forcas conservativas é

obtido pela derivada da energia potencial em relagdo a
coordenada generalizada. Assim, o trabalho total serd:

av
—— =06k(A+ Ag) K4 + ka(xe + x20) K,

a7 (39)

Determinacao do Trabalho das Forcas Nao-
conservativas

Na formulagdo das forgas ndo conservativas, consideradas
no lado direito da equacao de Eksergian, foram incluidas
apenas aquelas que realizam trabalho virtual associado a
coordenada generalizada ¢, inica do sistema. A forca de
contato da correia foi considerada interna e, portanto, des-
considerada na modelagem. Foram consideradas duas for-
cas ndo conservativas relevantes: a forca centrifuga F.y1,
atuante sobre os pesos moveis da polia motora e depen-
dente da velocidade angular, e a forga axial equivalente
Fy relacionada ao torque de saida T,,;.

came?

SN

Figura 5: Forca no came decomposta na direcdo axial e
tangencial.

dyl dxg
Wne =F. LY 205
NG = Fep — g q+Fs,,. aq
= (3myw?Rsen(q) - K, - 5q+
Tou
+ i Ko, - 0q (40)

Tcame * tan((scame)

E, portanto, a forga generalizada nao conservativa é o
termo que multiplica dq:

QN¢ = 3mpw2Rsen(q) K+

Tout
+ K
Tcame * tan(écame) i

(41)

Definido o tltimo coeficiente da equacao de Eksergian
para o sistema, sua equacdo de movimento sera:
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[3mpeso (K2, + Ko\ ) + mpn K2 +myp, K2 |
+ 3Mpeso (KarpLaip + Ky, pLy,p) ¢
+ Mprato Ky Luy §© + mpa Koy Ly ¢
+ 6k (A4 Ao) K4 + ka(zo — 220) Ky =
Tout
Teame * 1AM (Ocame)

Apéds a determinagdo das equagoes de movimento da
polia motora e da polia movida, partiu-se para a imple-
mentacao no MATLAB e a posterior simulagao do sistema.

= 3m,yw?Rsen(q) - K, +

Ky, (42)

Implementacao Computacional do
Modelo

Apbs o agrupamento dos coeficientes da equagdo de Ek-
sergian para as duas polias, a modelagem matematica foi
implementada no ambiente Simulink para simulagdo do
comportamento dindmico do sistema. A abordagem ado-
tada utilizou um modelo discreto no dominio do tempo,
com passo fixo de 1 ms e integracdo numérica pelo método
explicito de Euler. O niicleo do modelo esta em um bloco
MATLAB PFunction, denominado CVTpynamics, que re-
cebe como entradas o vetor de estado atual gy (posigdo e
velocidade da coordenada generalizada), o torque de en-
trada Tj, e a velocidade angular do motor w.

—»]q0

18.65

2600 (2 * pi/ 60)

Tin ql g
CVT_Dynamics b

Figura 6: Implementagao realizada no Simulink, com va-
lores ilustrativos de torque e rotagao.

Dentro do bloco, os coeficientes da equacao de Ekser-
gian sdo atualizados conforme o modelo no espago de esta-
dos, reescrito como sistema de primeira ordem (Equagcao
, e integrado passo a passo pelo método de Euler. A
saida do bloco é o vetor de estado atualizado ¢, contendo
a nova posicao e velocidade.

Para andlise do desempenho dindmico da transmis-
sdo continuamente varidvel (CVT), o modelo foi integrado
ao sistema computacional completo do protétipo Mini
Baja da UNICAMP, desenvolvido também em Simulink.
Esse modelo abrange os principais subsistemas do veiculo,
como motor, transmissao, rodas, freios, suspensdo, pista
e chassi, permitindo simulagoes integradas. O subsistema
de transmissao, onde estd inserido o bloco C'VTpynamicss
conecta-se ao motor pelo torque gerado e fornece o torque
transmitido as rodas traseiras, funcionando como elo entre
motor e sistema de tragao.

Como saidas, o modelo fornece as principais varidveis
de interesse: deslocamento, velocidade linear e aceleragao
do veiculo, possibilitando analises quantitativas da efici-
éncia da transmissao e auxiliando na escolha de um setup
mais adequado as exigéncias das provas.

Figura 7: Modelo computacional do protétipo de mini-
baja, da Equipe Unicamp Baja SAE.

CONCLUSAO

Este trabalho desenvolveu um modelo matematico e com-
putacional da transmissao CV'T por polias expansivas com
correia de borracha, focado na dindmica do sistema atua-
dor. A implementagdo no ambiente Simulink possibilitou
a criagdo de um simulador que fornece varidveis de desem-
penho, como posicao, velocidade e aceleragdao ao longo do
tempo, baseado na equacdo de Eksergian. A ferramenta
serd integrada ao modelo dindmico do protétipo Baja SAE
da UNICAMP para anilise da eficiéncia da transmissio
sob diferentes condigbes de pista e estratégias de controle.
Atualmente, a simulacio est4 em andamento, e a préxima
etapa contempla a exploracao de configuracoes fisicas da
CVT visando a otimizacdo do desempenho do veiculo.
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