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Introducao

O uso de modelos lineares mistos para a andlise de dados provenientes de medidas repetidas tem se tornado
um tema cada vez mais presente em discussoes académicas, surgindo em diversas areas do conhecimento, como
Economia, Medicina, Psicologia e Educagao, entre outras. Dados de medidas repetidas ocorrem quando cada
unidade experimental é observada repetidamente sob diferentes condigbes experimentais. Esse tipo de dado
geralmente apresenta certo grau de correlacao entre as observagoes da mesma unidade experimental. Nosso
interesse especial recai sobre estudos longitudinais, onde os dados sao coletados ao longo do tempo ou em
qualquer escala ordenada. Para uma discussao mais detalhada sobre dados longitudinais, veja, por exemplo,
(111, [, e [13]

Para o estudo de dados longitudinais, modelos lineares mistos gaussianos sao os mais comumentes utilizados
para analise, nao apenas por sua simplicidade, mas também porque servem como aproximagoes para modelos de
outras classes e apresentam facilidade de implementagao computacional ([I2]). No entanto, assumir que os efeitos
aleatdrios e erros seguem distribuigoes normais pode levar a inferéncias estatisticas invalidas, especialmente
quando os dados apresentam caudas pesadas e assimetria ([5l, [@]).

Recentemente, [9] desenvolveram uma abordagem de verossimilhanga, via algoritmo EM [3], para modelos
lineares mistos de mistura de escalas de normais assimétricas (SMSN-LMM), considerando algumas estruturas
de correlagdo, como correlacao exponencial amortecida ([8]) e correlagao autorregressiva de ordem p [I]. A classe
de distribuigoes SMSN foi introduzida por [2] e cobre distribui¢oes como normal assimétrica, t-assimétrica, slash-
assimétrica (SSL) e normal contaminada assimétrica (SCN), além de ter a classe SNI como um caso especial.

Os modelos propostos por [J] levam em conta assimetria, caudas pesadas e dependéncia serial, o que pode
ser necessario para modelar mais apropriadamente dados observados ao longo do tempo. Para possibilitar o
uso desses modelos na andlise de dados da vida real, os métodos para estimacao e avaliagao do modelo foram
codificados e estao disponiveis no pacote R: skewlmm [I0]. A escolha de valores iniciais apropriados para os
parametros é crucial para facilitar a convergéncia do algoritmo EM nos modelos estudados neste projeto.

Neste relatério, temos como objetivo descrever os procedimentos realizados da pesquisa sobre simulagoes
utilizando a distribuicao t-student com assimetria positiva e normal com assimetria positiva e negativa, focando
na investigacao do impacto e importancia dos valores iniciais.

Metodologia
Modelo Linear Misto (MLM)

Foi realizada uma série de simulagoes com base no Modelo Linear Misto, que foi a estrutura central de todas
as analises, por se tratar do objeto principal de estudo. As simulagoes foram estruturadas por meio do pacote
skewlmm, a partir de diferentes configuragées. O modelo considerado assume que Y; é um vetor de respostas
continuas de dimensao n; X 1, observado na i-ésima unidade experimental, com ¢ = 1,...,n. A formulagao geral
do modelo linear misto, conforme apresentada por Laird and Ware [7], é dada por:

onde 3 é um vetor de [ x 1 de coeficientes de regressao médios da populagao chamados efeitos fixos, X; de
dimensao n; x [ é a matriz de desenho correspondente aos efeitos fixos, Z; de dimensdo ¢ X ¢ é a matriz de
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desenho correspondente ao vetor de ¢ x 1 de varidveis latentes b; (comumente chamadas de efeitos aleatérios)
e €; ¢ um vetor de dimensao n; X 1 de erros aleatérios.

Geralmente, assume-se que os efeitos aleatérios b; e os erros aleatérios €; s@o independentes, com b; -
Ny4(0,D) e € s N,,,(0,3;), onde D é uma matriz de covariancia de dimensao g x ¢ e pode ser estruturada ou
nao estruturada, e 3; é uma matriz de covariancia de dimensao n; X n;. Além disso, 3; é comumente escrita
em termos de um parametro de dispersio como o2R,;, com R; sendo uma matriz (p x 1) conhecida ou uma
matriz estruturada dependendo de um vetor de parametros ¢.

Seguindo [9], o SMSN-LMM ¢ definido assumindo

bi ind. cA D 0 A . . ]
() o on (D) £) Q). 51

e, pelo Lema 1 do Apéndice A em [6], temos marginalmente

b; "K' SMSN, (A, D\ H) e € % SMN,,(0,0°R;;H), i=1,....n, (2)
onde ¢ = ¢(v) = —\/gkl, com ky = E(U1/?), A = D'?§, 6 = ﬁ, D = D(«) depende do vetor de

parametros desconhecidos e reduzidos a, e X; = 0°R;, com R;(¢) sendo uma matriz estruturada dependendo
de ¢ = (¢1,...,¢,)". Para mais detalhes, veja [I].

Resultados e Discussao

Simulacao 1

Para investigar o impacto dos valores iniciais na estimacao, comecamos com o Modelo Linear Misto somente
com o intercepto aleatério. Realizamos um estudo de simulacao com dois cenérios: no Modelo 1, os valores
iniciais foram estimados automaticamente pelo pacote skewlmm e no Modelo 2, foram dados os valores reais
do conjunto simulado. Foram geradas 500 amostras, de Monte Carlo, a partir de um Modelo Linear Misto
com distribuicao normal assimétrica (positiva e negativa) e t-student assimétrica positiva, permitindo avaliar o
desempenho da estimagao em diferentes contextos. Especificamente, os dados simulados para ambos os modelos
foram gerados a partir do seguinte modelo:

Yi = (Bo+bi)li+fixi+e, i=1,...,n,

onde 1y é um vetor de uns de comprimento k e k = z; = (1,2,...,7)7. Para o caso normal, assumimos
que b; ~ SNy (—,/W(Q%/\;),a,)o ee; ~ J\/7(0,02Ri). Consideramos também uma estrutura de dependéncia

temporal modelada por um processo autorregressivo de ordem 1 (AR(1)), incorporado por meio da matriz R;
através do parametro ¢. Por fim, repetimos as simulagoes para diferentes tamanhos amostrais, considerando
n = 50, 100, 300, 500 e 1000.

Iniciamos o estudo de simulacao pela distribuicao normal assimétrica positiva, considerando como valores
dos parametros aqueles apresentados na Tabela

Parametro B o? a A ¢

Valor real  (1,2)T 0,25 1 3 06

Tabela 1: Simulagdo 1 - Valores verdadeiros adotados para cada pardmetro do estudo.

A Figurall]apresenta uma versao ampliada dos boxplots das estimativas do parametro A, com a remocgao dos
outliers exclusivamente para facilitar a visualizagao. Observa-se que, a medida que o tamanho amostral aumenta,
hé uma redugao na variabilidade das estimativas, indicando maior precisao. Esses resultados evidenciam que a
estimacao realizada pelo pacote skewlmm é adequada e se torna ainda mais precisa com o aumento do tamanho
amostral.

Optamos por nao apresentar os graficos dos demais parametros devido a limitagao de paginas. No entanto, os
resultados obtidos foram consistentes, com estimativas adequadas para todos os parametros, independentemente
do tamanho amostral. Observa-se, como observado em A, que a variabilidade das estimativas diminui & medida
que o tamanho da amostra aumenta, enquanto a mediana e a média permanecem préximas ao valor real. Uma
andlise completa de todos os parametros pode ser consultada no Relatério Final.

Replicamos o estudo considerando a distribuigao normal com assimetria negativa, e os resultados obtidos
foram, em geral, semelhantes aos anteriores. A principal diferenga, contudo, refere-se ao comportamento da
variabilidade de \: enquanto na distribuicao com assimetria positiva, observamos maior dispersao para valo-
res positivos, na assimetria negativa, a variabilidade concentrou-se em valores negativos, como era esperado
teoricamente.
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Figura 1: Simulacao 1 - Boxplots das estimativas do parametro A para cada um dos cendrios considerados

De forma semelhante, conduzimos as simulagoes utilizando a distribuicao t-student com assimetria positiva,
fixando o parametro v = 6. Os resultados foram consistentes com os obtidos anteriormente, apresentando
comportamento semelhante para todos os parametros, incluindo a estimagao de A. Especificamente para v,
obtivemos boa estimagao em todos os tamanhos amostrais.

Simulagao 2

Apés verificarmos a boa performance do pacote na estimagao dos parametros na Simulagao 1, conduzimos novas
simulagoes com tamanho amostral reduzido (n = 50), avaliando diferentes estratégias de inicializagdo para o
parametro de assimetria A. O objetivo foi comparar o procedimento padrao do pacote com alternativas que
pudessem melhorar a precisao das estimativas. Os valores reais foram mantidos os mesmos da simulacao anterior
para garantir comparabilidade.

Ajuste Valor inicial de A \ Ajuste Valor inicial de \

Modelo 1 Valor sugerido pelo pacote skewlmm Modelo 7 3x Coef. de assimetria de Pearson
Modelo 2 Valor real (A = 3) Modelo 8 Coeficiente de assimetria de Fisher
Modelo 3 Valor fixado em 0,1 Modelo 9 Coeficiente de assimetria de Groeneveld
Modelo 4  Valor fixado em 5 Modelo 10 Coeficiente de assimetria MedCouple
Modelo 5  Valor fixado em —3 Modelo 11 Coeficiente de assimetria de Yule

Modelo 6  Coeficiente de assimetria de Pearson | Modelo 12  Coeficiente de assimetria de Kelly

Tabela 2: Simulacdo 2 - Ajustes propostos com diferentes inicializa¢Ges para o parametro A.

Ao realizarmos a simulacao para todos os modelos considerados, observamos que, em comparagao com o
Modelo 2 (que representa o melhor valor inicial possivel - o valor real), o Modelo 1 apresentou o melhor desem-
penho entre as alternativas avaliadas, nao sendo superado por nenhuma outra inicializagao. Esses resultados
indicam que, no contexto deste estudo, nao foi identificado nenhum valor inicial para A\ que superasse aquele
sugerido automaticamente pelo pacote skewlmm.

Simulacao 3

Nesta etapa, avaliamos modelos mistos com intercepto e inclinagao aleatérios, utilizando dados simulados a
partir de uma distribuigao t-student assimétrica multivariada para os efeitos aleatérios. O estudo foi dividido
em duas partes: na primeira, considerou-se assimetria positiva para o intercepto e negativa para a inclinagao
(resultados apresentados na Simulagdo 3.1); na segunda, adotou-se assimetria positiva para ambos os efeitos
(resultados apresentados na Simulagdo 3.2). Em ambos os cendrios, os parametros utilizados para a geragao
dos dados estao apresentados na Tabela [3] com A = (3, —2) para o Cendrio 1 e A = (2,5) para o Cendrio 2.

Parametro B o? a 10) v

Valor real (1,37 0,25 (1,02,0,2,0,5) 06 5

Tabela 3: Simulagdo 3 - Valores verdadeiros adotados para cada pardmetro no estudo.

Simulagao 3.1

De forma andloga as simulagoes anteriores, foram consideradas quatro estratégias distintas de inicializagao para
o vetor de parametros de assimetria A, conforme apresentado na Tabela [
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Ajuste Valor inicial de A

1 Valores iniciais calculados pelo pacote

Valores iniciais reais do conjunto de dados simulado

Valores iniciais obtidos pelo pacote ime a partir do ajuste de um MLM com intercepto e inclinagao aleatorios.
Valores iniciais de A fixados em (1, —1)

> W N

Tabela 4: Simulacdo 3.1 - Ajustes propostos com diferentes inicializagbes para o vetor de parametros A.

Na Figura [2} apresentamos os boxplots das estimativas do vetor A = (A1, A2) T, considerando dois tamanhos
amostrais n = 50 e n = 300. Em ambos os gréaficos, observa-se uma redugao clara na variabilidade das
estimativas a medida que o tamanho amostral aumenta, indicando maior precisao para n = 300 em todos os
modelos avaliados.

Para ambos os parametros, o Modelo 2 apresentou desempenho superior, como era esperado, uma vez que
utiliza os valores reais como ponto de partida. Os demais modelos apresentaram desempenho semelhante entre
si e proximos aos do Modelo 2, o que evidencia, que os valores iniciais calculados automaticamente pelo pacote
skewlmm fornecem boas estimativas.
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Figura 2: Simulacdo 3.1 — Boxplots das estimativas do vetor de parametros A = (A, \2) " para os cendrios
considerados.

Simulacao 3.2

Nesse cenério, como dito, adotamos A = (2,5), mantendo os mesmos tamanhos amostrais utilizados anterior-
mente. Foram novamente considerados os Modelos 1, 2 e 3 da Simulagao 3.1, alterando-se apenas a especificagao
do Modelo 4, onde o valor da inicializa¢do para o vetor de paradmetros A foi alterado para (1,1).

Na Figura[3] observa-se uma boa capacidade de estimagao, especialmente do Modelo 2. Nos demais modelos,
a estimacao também se mostra satisfatéria, embora, para alguns parametros, a mediana das estimativas nao
coincida exatamente com a linha que indica o valor real.

Conclusoes

A partir das diversas simulagoes realizadas, concluimos que os valores iniciais sugeridos pelo pacote skewlmm
demonstraram ser os valores étimos para alcangar estimativas precisas ao lidarmos com Modelos Lineares Mistos,
quando os dados apresentam caudas pesadas e assimetria. Observamos que, mesmo em cendrios com diferentes
tamanhos amostrais e configuragoes de parametros, as rotinas de estimagao implementadas no pacote foram
capazes de convergir adequadamente para os valores verdadeiros dos parametros. Esses resultados reforcam a
boa estimagao, a partir de uma boa inicializacao, o que acontece no pacote.

Descricoes mais detalhadas dos resultados e estruturacao das simulagoes encontram-se no Relatério Final.
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Figura 3: Simulacdo 3.2 — Boxplots das estimativas do vetor de parametros A = (A, o) para os cendrios
considerados.
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