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INTRODUCAO:

A principio, esta iniciacao cientifica tinha
por intuito realizar uma introdugao sistematica
ao estudo da Andlise Real™. Com o seu de-
senvolvimento, descobriu-se um interesse maior
por uma abordagem mais abrangente além
da Andlise Real, com um estudo complemen-
tar de Topologial?l. Dotado desta bagagem,
o trabalho culminou no estudo de alguns
tépicos de Topologia aplicada a AngliselH
particularmente o Teorema de Baire e, com
ele, a demonstracao da existéncia de fungoes
continuas sem derivada. No caminho deste
estudo, foram realizadas: revisao aprofundada
de Conjuntos, Funcoes e Nimeros Reaisl/;
introducdo a Topologia Gerall? com en-
foque em espacos métricos e continuidade;
e exploracao dos conceitos de Sequéncias,
Espacos de Funcgoes, Funcoes derivéaveis, entre

outros[Ll].

METODOLOGIA:

Para cumprir os objetivos, inicialmente foi
proposto um estudo sistemético do livro Curso
de andlise vol. 1, do professor Elon Lages Lima,
e, eventualmente, este foi suplementado pelo
Elementos de Topologia, do mesmo autor, e
Aplicacoes da Topologia a Andlise, do professor
Chaim Samuel Honig. O estudo destas obras,
especialmente da segunda™2| nao foi realizada
de forma sequencial, mas por topicos comuns,
cruzando as abordagens das diferentes fontes (e
as instrugoes do orientador) para, em sintese,
formular a interpretacao prépria e mais ade-
quada para a finalidade da pesquisa.

Meés Estudos
01 Teoria dos conjuntos™0-E1]
02 | Nuameros Reais/Topologia da Retall0LL1]
03 Nogoes de Topologia Gerallt1:L2]H]
04 Sequéncias e SériesLL2
05 Continuidade1:[L2]
06 Revisao/Relatério Parcial
07 Convergénciall1-[12]
08 Derivabilidade(t1]:[L2]
09 Espacos de fungoes!-2hH
10 Teorema de Baire e aplicacaol!
11 Revisao

Tabela 1: Calendério de estudos da pesquisa.

Esporadicamente, o aluno também assistiu
a palestras e semindrios (como os Bolachinha)
de assuntos correlatos ao tema da pesquisa, in-
teragindo com outros pesquisadores e orienta-
dores, expandindo os horizontes das possibili-
dades de futuras pesquisas.

No segundo semestre da iniciacao (terceiro
da graduacao), o estudo também foi reforcado
pelo ingresso na cadeira MA502 - Analise I, com
o bom desempenho resultante da experiéncia
prévia com esta pesquisa.

Ademais, foram realizadas consultas em
outros materiais relacionados e citados pelos
livros-texto principais, além de, nos periodos
de férias, a visualizacao recreativa dos cursos de
Andlise na Reta e Andlise Funcional do IMPA,
disponiveis no YouTube.

RESULTADOS E DISCUSSAO:

Ao fim de 11 meses de estudos, o resultado
foi, fundamentalmente, cerca de 90 paginas de
anotacoes amplas sobre Andlise e Topologia,
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além da realizacao das atividades relacionadas
a cadeira Analise I. No ultimo més restante até
o relatorio final, o aluno pretende continuar a
revisar todo o material produzido para torné-lo
mais sucinto e focado no tépico final, perpas-
sando apenas os temas essenciais para construir
essa conclusao.

6.2. Existéncia de func¢oes continuas sem derivada

Proposicio 6.2.1 O conjunto das fungies definidas e continuas na reta, 27— periédicas e que
ndo possuem derivada em qualquer ponto da reta é denso no conjunto E de todas as fungoes
2 —periddicas definidas e continuas na reta Car.

Demonstragao: Se f.g € E, seja d(f,g) = nm"g |f(z) — g(x)|: 0 espaco E com a distancia d
<z<2m

é um espaco métrico completo (Proposicao 4._1_3), Seja F,, o conjunto das funcoes f de E tais
ft+h)—f(t)

que exista um ponto ¢ € R tal que ]
h

|§n.Vn€N.Vh Rt

Figura 1: Excerto do ltimo capitulo do
estudo.

O aluno assimilou, durante o primeiro
semestre da pesquisa, basicamente as tematicas
fundamentais para a compreensao da Anélise
Real (conjuntos, topologia da reta, sequéncias,
séries, continuidade), com vislumbres de
aplicacoes abrangentes espacgos
métricos. No segundo semestre, além de re-
visar os tépicos anteriores no decorrer do curso
de Anadlise I, o aluno aprofundou os conhec-
imentos de Topologia Geral, particularmente
no desenvolvimento da metrizacao Espacos de
Fungbes. Com uma sélida base de Topologia
dos Espacos Métricos, estudou-se a topologia
compacto-aberta como forma de metrizar o
espaco das funcbes continuas de um espaco
métrico em um espaco de Banach, a partir do
qual analisa-se mais especificamente o espaco
das fungbes continuas e 2wr—periddicas.

mals em

4.2. Metrizacao de compactos

Definigio 4.2.1 Sejam M um espao métrico e N um espaco de Banach (normado completo).
A topologia compacto-aberta (ou da convergéncia uniforme em compactos) é aquela em que,
dada uma sequéncia {fn}, na qual f, — [ em C(M,N) se, para tedo compacto K C M:

lim sup | f(z) — f(=)| =0
N rek

Figura 2: Excerto do capitulo que explora a
topologia compacto-aberta.

4.2.1. Funcdes continuas e 27-periédicas

Definicdo 4.2.3 Nota-se o espago das funcées continuas f
Cor (M, N).

M — N ¢ 2m-periddicas por

Para M = N =R, notamos B(zg, k) = [k, k], portanto, definimos a métrica

x| sup |f(z) — g(x)

. _ | _=el—kp

W9 =2 3 T+ sup 17 ]
=€ (k]

Proposigio 4.2.3 Cy.(R,R) ¢ um espago de Banach com norma |f| = sup |f(z)|.
ze[0.27]
Demonstragao: Se k > [7], [k, k] contém um periodo completo de f, entdo:

,5“1:_*_J |f(@) = g(=)| = sup |f(z) — gla)| = |f — gl

Assim, para k > [7], os termos da série sao constantes:
o~ LIl 1 |f — gl
d(f.9) > — . = 9lo
(192 3 B Tolf g = 27 Tol7 sl

Ademais, como /=g

S| = glse. d(f,9) S |F = glae-

I+lf=gle =
Assim, d ¢ equivalente & norma |f — g|~.

Figura 3: Excerto do capitulo que aborda as
fungoes continuas e 2w —periddicas.

Depois de uma exploragao breve da deriv-
abilidade de fungoes, o trabalho segue para sua
conclusao enunciando a definicdo de Espacos
de Baire, e demonstrando o Teorema de Baire
(todo espago métrico completo é de Baire), a
ser aplicado a seguir.

6. Aplicacdo de Topologia & Andlise H

6.1. Teorema de Baire

Defini¢ao 6.1.1 Um espaco topoldgico B é um espag¢o de Baire se uma das duas condigées
equivalentes € satisfeita:

1. Toda intersegdo enumerdvel () A; de conjuntos abertos A; totalmente densos em B (A; =
B) é totalmente densa (| 4; = B).

2. Toda reunido enumerdvel |J F; de conjuntos fechados F; sem ponto interior em B ¢ sem
ponto interior em B.

Proposigao 6.1.1 Teorema de Baire: Todo espaco métrico completo é wm espago de Baire.

Figura 4: Excerto do capitulo final sobre
Teorema de Baire.

A pesquisa é finalizada, como sintese de
tudo que foi estudado, no estudo da demon-
stracao da existéncia de func¢oes continuas sem-
derivadaMl.  Mais especificamente, mostrou-
se que o conjunto das funcbes continuas
2w —periédicas em R e que nao possuem
derivada (em nenhum ponto) é denso no con-
junto das funcbes continuas 2w —periddicas,
Cor, um resultado interessantissimo por sua
contra-intuitividade, e possibilitado pelo Teo-
rema de Baire.

O cerne da prova se da pelo fato de que,
sendo Co; métrico completo, é, portanto, de
Baire; assim, toda reunido enumerével |JF;
de conjuntos fechados F; sem ponto interior, é
sem ponto interior. Definindo F},, como o con-
junto das funcgoes f tais que exista um ponto

teR: W < n.¥n € N,Vh ¢
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R*, demonstramos que todo Fj, ¢ fechado e
[o.¢]

tem interior vazio. Assim, o interior de |J F,

n=1
também ¢é vazio, de forma que C¢,_|J F}, é denso
(em Car). Dessa forma, se uma fungao fy € Cor
possui derivada em um ponto tg € R, entao
existe ng tal que fo € Fy,, logo, o conjunto
Cc,. U F, esté contido no conjunto das funcdes
continuas 2w —peridédicas nao-derivaveis em R,
finalizando a demonstracao.

CONCLUSOES:

Esta iniciagdo cientifica obteve resultados
bastante satisfatérios, permitindo uma ex-
ploracao de temas fundamentais para qualquer
formagao académica em Matematica (Andlise,
Topologia, etc.) e abrindo portas de interesse
em tdpicos menos classicos.

A demonstracao conclusiva da existéncia
de fungbes continuas 2mw—periddicas e nao-
derivaveis foi escolhida justamente por pos-
sibilitar uma sintese muito conveniente de

indmeros conceitos abordados, retomando

métricas, normas, continuidade, convergéncia,
derivabilidade etc. Ademais, por sua contra-
intuitividade, entende-se que o resultado soa
muito atrativo, podendo ser utilizado como
destaque na apresentacao do poster no Con-
gresso vindouro.

A pesquisa também despertou o inter-
esse do aluno em estudos futuros relaciona-
dos com Andlise, como aprofundamento em
Andlise Real, Teoria da Medida, Probabilidade
e Calculo Estocastico, topicos os quais pretende
trabalhar em uma préxima iniciacao cientifica.
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