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1 Introducao

Légica é uma disciplina estudada desde a antiguidade, fundamental para a construcao e o entendimento
do raciocinio e pedra basilar da matematica como a conhecemos. Contrariamente ao senso comum,
porém, a logica nao é algo unico e imutavel, muito pelo contrério, existem diversas logicas diferentes
que expressam relagoes sintaticas e semanticas diversas. Estamos acostumados a lidar, no dia a dia e na
matematica, com o que é conhecido como légica classica, que é uma classe de légicas com uma série de
propriedades, como a lei do terceiro excluido e a lei da nao contradigdao, mas este é um grupo irrisério
quando comparado com a infinidade de diferentes l6gicas existentes. Diante dessa diversidade, com o
progresso do campo, viu-se necessaria a construcao de uma definicao abstrata de logica que consiga
aglutinar as diferentes instancias desse complicado conceito em um sé formalismo.

Nesta pesquisa adotamos o formalismo que considera uma légica como um par formado por um
conjunto qualquer e um operador de consequéncia de Tarski definido sobre este conjunto. Essa é uma
formalizacao que abrange grande parte das légicas estudadas na literatura, apesar de deixar de lado,
por exemplo, as logicas nao monotonicas, as logicas indutivas e as légicas abdutivas. Uma ferramenta
fundamental para a investigacao das légicas e de suas propriedades em comum é o conceito de traducao
entre légicas, uma aplicagao que transforma uma logica em outra preservando relagoes de consequéncia,
ou seja, preservando a relacdo entre premissas e teoremas. A classe das légicas assim definidas e a
classe das tradugoes entre essas légicas forma uma categoria, denotada T'r.

A ciéncia da computagdo é um campo do conhecimento umbilicalmente conectado com a légica
e com a matematica. Exemplo dessa relagao é o fato de computadores serem construidos a partir
de portas logicas, dispositivos eletronicos que realizam operagoes légicas booleanas sobre os sinais
que recebem. Para investigar o funcionamento de computadores existem abstragoes matematicas
que encapsulam o funcionamento essencial das maquinas que tanto usamos, uma dessas abstragoes,
possivelmente a mais famosa e importante, é chamada de méquina de Turing. Um automato celular é
um modelo de computacao discreta que atua sobre uma grade de células, cada uma podendo assumir
algum valor previamente definido, e que em cada iteracdo do modelo sao atualizadas baseada na
configuracao dos estados das células ao seu redor.

O principal resultado desta pesquisa é a definicao de dois novos objetos matematicos, denotados
maquinas e conversoes, que generalizam légicas e tradugoes, respectivamente. A classe das maquinas
e a classe das conversoes formam, também, uma categoria, denotada Magq, que generaliza a categoria
Tr, ou seja, provo neste trabalho que Tr é uma subcategoria de Maq. Também é explorado algumas
propriedades das maquinas e apresentados alguns exemplos de maquinas que nao sao logicas, mais
notavelmente provo que méaquinas de Turing e automatos celulares sdo casos especificos de maquinas,
colocando esses trés conceitos sob um mesmo formalismo.
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2 Metodologia

A metodologia utilizada neste projeto foi dupla, por um lado foram realizados semanalmente encontros
entre o estudante, sua orientadora e uma orientanda de doutorado da mesma. Nestes encontros o
estudante e a doutoranda revezavam em quem apresentava uma breve aula sobre assuntos diversos
relacionados a pesquisa, como uma introdugao a teoria das categorias, teoria de modelos, teoria de
topos e a apresentagdo minuciosa dos conceitos estudados na tese de doutorado de Hércules de Aratjo
Feitosa, intitulada "Tradugoes Conservativas’. Por outro lado o estudante perseguiu a ideia que teve de
generalizacao de légica através da enunciacao e prova de diversas defini¢oes e teoremas que construiam
o conceito de maquinas e a relacionavam com a categoria das légicas adotada pela literatura sob analise.

3 Desenvolvimento

Nesta sessao serao construidos, a partir da apresentagao das defini¢oes e teoremas demonstrados, os
principais resultados alcangados pelo estudante. Os teoremas nao serao explicitamente provados neste
documento em funcao da falta de espaco.

Comegamos definindo o que exatamente é uma maquina.

Definigao 1. Seja X um conjunto e f : X — X wuma funcao, o par (X, f) € uma mdquina.

Dado uma maquina, definimos dois conceitos extremamente necessarios para a investigagao apro-
fundada das propriedades dela, o conceito de sequéncia encapsula o ”caminho” que um elemento do
conjunto que define a méaquina percorre quando a funcdo da maquina é continuamente aplicada a
ele. O conceito de limite expressa o estado ”final” desta sequéncia, caso a sequéncia alcance um ciclo
fechado em algum momento, esse ciclo é o limite; caso isso nao acontega, a sequéncia em si é o limite.

Definicao 2. Seja (X, f) uma mdquina, dado x € X, a sequéncia enumerdvel de x por f, denotada
S¢(x), € o conjunto:

St(@) = {f(z) : A €N} (1)

Definicao 3. Seja (X, f) uma mdquina e x € X, o limite de x por f, denotado S¢(T), € a sequéncia
dey € X por f, onde y € algum elemento da sequéncia de X que se repete, formalmente Sy(T) := Sy (y)
t.q. Mo, A1 €N, Ng # A1 t.q. fro(x) = fA1(z) = y. Se ndo eviste y que satisfaca essas propriedades,
55(@) = Sy (a).

Em seguida, definimos o conceito de elemento fechado, que é um elemento cuja sequéncia e o limite
coincidem, e o de fecho de um elemento x € X, que neste contexto é o primeiro elemento alcancado
pela aplicagao continua de f sobre x que pertenca ao limite de x.

Definicao 4. Seja (X, f) uma mdquina e x € X. Se S;(T) = Sy(x), dizemos que x é um elemento
fechado de (X, f).

Definigao 5. Seja (X, f) uma mdquina e x € X, o fecho de x por f, denotado T', é o primeiro

elemento do limite de x, formalmente, T/ := argmin{\ € N | f>(z) = y}.
yeS5; (@)

Seguem alguns resultados que melhor caracterizam os conceitos recém-definidos.
Teorema 1. Seja (X, f) uma mdquina, todo elemento de X possui um fecho.
Teorema 2. Sejam (X, f) uma mdquina e x € X. x é um elemento fechado de (X, f) <= =/ ==

Teorema 3. Sejam (X, f) uma mdquina e x € X, & € um elemento fechado de (X, f) <= = € S§¢(%).
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Teorema 4. Sejam (X, f) uma mdquina e x,a € X t.q. a € S§(x). a € fechado <= a € S;(T).
Corolario 1. Sejam (X, f) uma mdquina e x € X, entdo T/ ¢ um fechado de (X, f).

Agora é definida uma distin¢ao qualitativa entre elementos do conjunto de uma méquina, elementos
degenerados sao elementos para os quais a aplicacao continua da fungao nao estabiliza num ciclo finito,
ou seja, elementos cuja sequéncia é infinita. Por outro lado, elementos nao degenerados sao elemen-
tos com sequéncia finita, ou seja, elementos que eventualmente alcangam algum ciclo. Depois desta
definigao, alguns resultados caracterizando cada uma dessas classes de elementos sao apresentados.

Definicao 6. Seja (X, f) uma mdquina e x € X um elemento de (X, f). Se S¢(x) for um conjunto
finito, dizemos que x € um elemento ndao degenerado de (X, f); se for um conjunto infinito, dizemos
que x é um elemento degenerado de (X, f).

Teorema 5. Seja (X, f) uma mdquina e x € X um elemento fechado nao degenerado de (X, f). Entao
J Ao, M1 EN, Ao < A\p tg f(2) = fA(n) =2

Teorema 6. Seja (X, f) uma mdquina e x € X um elemento degenerado de (X, f). Entdo x € fechado.
Teorema 7. Seja (X, f) uma mdquina, x € X ey € S¢(z). y € degenerado <= x € degenerado.

Coroldrio 2. Seja (X, f) uma mdquina, x € X ey € Sp(x). y € ndo degenerado <= z € ndo
degenerado.

Finalmente, definimos o conceito de conversao e apresentamos o resultado de que uma conversao
preserva fechados.

Definigao 7. Sejam (X, f), (Y, g) mdquinas, uma aplicacdo C : X =Y & uma conversao entre (X, f)
e(Y,g) seVa,y e X:

z € 8;(y) = C(x) € 5,(C(y)) (2)

Teorema 8. Sejam (X, f), (Y, g) mdquinas, C : X — Y wuma conversio e x € X um fechado de
(X, f), entao C(x) € um fechado de (Y,g).

Agora comecamos a olhar para esses objetos com uma lente categorial, provando que a classe das
maquinas e as conversoes entre elas formam uma categoria, assim como identificamos os objetos iniciais
e terminais desta categoria.

Teorema 9. A classe das mdquinas e a classe das conversoes formam uma categoria. Esta categoria
é denotada por Magq.

Teorema 10. Seja @ = {} o conjunto trivial e f : O — 0, a mdquina (0, f) € um objeto inicial de Magq

Teorema 11. Seja X = {a} um conjunto unitdirio e Idx : X — X a func¢io identidade em X, a
mdquina (X, Idx) é um objeto terminal de Magq.

Para continuar iremos considerar uma subcategoria da categoria das légicas, chamada de categoria
das l6gicas enumerdveis, que sao légicas cujo conjunto seja enumerdvel. A imensa maioria das 16gicas
consideradas na literatura sao objetos desta subcategoria, inclusive as légicas classicas mais utilizadas
na matematica.

Definicao 8. Seja X um conjunto enumerdvel e C' : P(X) — P(X) um operador de consequéncia de
Tarski. O par (X, C) é uma ldgica enumerdvel.
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Definicao 9. Sejam (X, Ch), (Y, Cs) ldgicas enumerdveis, uma aplicagio T : X — Y € chamada de
tradugao se, ¥ AU {x} C X:

z € C1(A) = T(x) € C2(T(A)) (3)
Teorema 12. A classe das légicas enumerdveis e a classe das conversoes formam uma categoria. Esta
categoria € denotada por TrE e € subcategoria plena de Tr.

Prosseguindo, agora comegaremos o esforco de provar que as légicas enumeraveis sao uma sub-
categoria das maquinas. Para tal vamos nos aproveitar do fato de serem enumeraveis e construir
ordenacoes de seus elementos, em seguida, utilizaremos destas ordenagoes para construir fungées que
os percorrem, de maneira a induzir, dada uma légica enumeravel, uma maquina.

Definicao 10. Seja (X, C) uma ldgica enumerdvel e A C X. Seja N = {i € N:i < |C(A)|}, uma
ordenag¢ao O4 da consequéncia de A, € uma funcgdo bijetiva Oa : N — C(A).

Definicao 11. Seja (X, C) uma légica enumerdvel e (Oa)acx uma familia de ordenagées de con-
sequéncias de subconjuntos de X. A funcdo

fo)acx *PX)x X — P(X) x X
(A,z ¢ C(A)) — (4,04(0))
(A,04(-1)) — (A,04(0)
(A,04(n)) — (A, 0a(n

) (4)
+1))

é chamada de funcao induzida por (Oa)acx, onde Oa(—1) € o "iltimo” elemento da ordenagao, se
houver.

Definicao 12. Seja (X, C) uma ldgica enumerdvel e (Oa)acx uma familia de ordenagées de con-
sequéncias de subconjuntos de X. O par (P(X) x X, fio,)acx) € chamado de mdquina induzida por
(X, C) (& (OA)ACx-

Seguem alguns resultados referentes a caracterizagao de elementos especificos de uma méaquina
induzida por uma légica enumeravel.

Lema 1. Seja (X, C) uma ldgica enumerdvel, (Oa) acx uma familia de ordenagies de consequéncias
de subconjuntos de X e A C X. (A,04(0)) € um fechado de (P(X) X X, f(0)acx)-

Proposicao 1. Seja (X, C) uma ldgica enumerdvel e (Oa)acx uma familia de ordenagées de con-
sequéncias de subconjuntos de X. VAU {z} C X:

x e C(A) — (A,l‘) € Sf(OA)Acx ((A’O(O))) (5)

Com essa préxima proposicao, vemos que nao € necessario especificar uma familia de ordenagao de
consequéncias de subconjuntos de X para definir a maquina induzida por (X, C). A partir de agora a
maquina induzida serd denotada (P(X) x X, Co).

Proposicao 2. Seja (X, C) uma ldgica enumerdvel e (Oa)acx, (O’ a)acx familias de ordenagies
de consequéncias de subconjuntos de X. As mdquinas (P(X) x X, fo1)acx) € (P(X) X X, f(0/ 1) acx)
sao isomorfas.

Finalmente chegamos ao principal resultado desta pesquisa, a construcao de um functor injetivo
entre a categoria das légicas enumeraveis e a categoria das maquinas, o que nos mostra que a categoria
das l6gicas enumeraveis é isomorfa a uma subcategoria de Mag.
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Teorema 13. A aplica¢do

V:TrE — Maq
(X,C) € Ob(TrE) — (P(X) x X,Co)
T:(X,C) — (Y,C3) € Mor(TrE) — V(T) : V((X, Ci0)) = V((Y, C20))
Ty (4, 2) = (T(A), T(x))

€ um functor injetivo.

Com isso provo que as méquinas generalizam as logicas enumeraveis. E por fim mostro que
méaquinas de Turing e automatos celulares sao casos especificos de Maquinas.

Teorema 14. Maquinas de Turing sdo casos especificos de mdquinas.

Teorema 15. Autématos Celulares sao casos especificos de mdquinas.

4 Conclusoes

Assim como com o desenvolvimento do estudo do campo da légica viu-se uma necessidade para um
formalismo em comum que permita o estudo de diferentes légicas sob um mesmo paradigma, esse
trabalho permite a expansao deste formalismo para incluir diversos outros sistemas, como maquinas
de Turing e automatas celulares. O que isso significa em termos qualitativos ainda resta ser pesquisado,
mas no minimo uma nova janela para a investigacao sobre a conexao entre a ciéncia da computagao,
teoria dos automatos e légica se abre.
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