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0.1

Introducao

O objetivo final do projeto é a andlise por
Método dos Elementos Finitos (MEF) nao li-
near. Para isso, foram introduzidos diversos
métodos para a resolucao dos problemas, den-
tre eles o método do trabalho virtual e o de
Rayleigh-Ritz.

tudo do MEF e a elaboracao de um codigo no

Em seguida, iniciou-se o es-

MatLab capaz de resolver problemas lineares.
Posteriormente, o estudo foi aprofundado para

problemas de natureza nao-linear.

0.2 Elementos Finitos

O modelo de elementos finitos pode ser de-
senvolvido para um grau arbitrario de inter-
polagao:

~ Z — Z ewe (1)
onde 17 sao as fungoes de interpolaciao de La-
grange de grau n — 1. Para n > 2, em que
a forma fraca da equacgao deve ser modificada

para incluir variaveis secundarias nao nulas, se

houver, nos noés interiores.

A integracao por partes no processo do de-
senvolvimento da forma fraca para um ele-

mento com noés interiores é realizada nos in-
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tervalos (xiv IS), (ZL’;, l’g), SRR (xn—h xn):
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Onde 2§~ e z{" denotam os lados esquerdo
e direito, respectivamente, do no i, e:
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Assim, ()¢, parai = 2,3,...,n—1, denota o
salto no valor da varidvel secundéria ao passar
do lado esquerdo para o lado direito do ¢-ésimo
noé. Esse valor é zero se nenhuma fonte externa

for aplicada ao n6. Assim, para um elemento



com n nés, a forma fraca torna-se:

dw du
0= /za [add + cwu]dw

o (4)
—/xa wfdr — Zw(m,)@f

Em seguida, desenvolvemos o modelo de
elemento finito, entdo substituimos por u

ew:qu)uw:qu)juqu)i:

para obter n equagoes algébricas da forma:
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1; na forma fraca (4))
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A i-ésima equacao do sistema de n equagcoes

pode ser escrita como:

o—zK:;uJ— —Q (i=1,2,...,n) (6)
em que
dw ¢
J. e (7)
= [ pusda

Para o caso de interpolagao linear com ele-

mentos finitos de dois nds obtemos:
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em que a. pode assumir diversos valores,

dependendo do problema em que ele esta sendo

usado. Ele pode assumir o valor de AE (em
que A é a area da secdo transversal da barra
e £ é o médulo de elasticidade) para ca-
sos de barras, k (coeficiente de condutividade
térmica) para problemas de condugio térmica,
¢ (constante dielétrica) para caso de eletro-
estatica, dentre muitos outros fisicos que po-
dem assumir esta forma. Em casos de pro-
blema de conducgao de calor, o termo ¢, pode

assumir a fun¢ao do termo convectivo de calor

0.3 Problemas nao-lineares

Os problemas nao-lineares surgem quando
os coeficientes do modelo matematico, ou
mesmo a funcdo solucdao, dependem de ma-
neira nao linear das variaveis do problema. A

equacao geral que rege tais sistemas é:

- [a@,x)jﬂ

+c(u, v)u = f(u,x),

(9)

emO0<z<L

com condig¢oes de contorno mistas:

du

U(O) = Up, dx

a(u, L)—— = Qo

z=L

(10)

0.3.1 Método de Newton-Raphson

Para resolver numericamente a equacgao
nao linear, aplicamos o método de Newton-
Raphson, que consiste na linearizacao do sis-
tema via expansao de Taylor. A forma geral
do sistema ap0s discretizagao é:

K(U)U = F(U) (11)

onde U é o vetor de incégnitas nodais. A

matriz tangente T é definida como:



OR,; " 0K, OF;
T, = — = K;; Up — — (12
U i mzzl oU; oU; (2

A atualizagdo da solugdo ocorre segundo:

U =UY 4 AU, com TAU = —R

(13)

0.3.2 Critérios de Parada

A iteracao é encerrada quando a norma do
erro entre as iteragoes consecutivas ou a norma

do residuo torna-se inferior a uma tolerancia €:

UM — Ut IR
<e€ =
U [F@]

0.4 Resultados

0.4.1 Aplicagao

Para a validacdo da eficiéncia do método
dos elementos finitos, foram resolvidos pro-
blemas com codigos desenvolvidos em Ma-
tLab. Para isso, tomamos a equagao nao linear

abaixo com as condig¢oes de contorno.

d’u du
T 9y — = 1 1
T T U 0, 0<z< (15)
u(0) =1, u(1) =0.5 (16)

A resolugao do problema foi feita com inter-
polacdo linear e quadratica, afim de compar-
a-las. Em seguida, o resultado foi compa-
rado com a resposta exata, dada pela seguinte

equacao:

(17)

A principio, a malha foi feita com quatro
elementos em interpolacgao linear e dois elemen-
tos em interpolacao quadratica. O grafico da

solucao estd na imagem

hp Comparagio MEF linear vs quadratico vs exato

—&— MEF quadratico
— - -MEF linear
Solugao exata | 4

1

09
Tosl
-5-0‘8

0.7 |

06

0.5 . . . L . . . . a
02 03 04 05 06 07 08 09 1
X

0 0.1

Figura 1 — Comparagdo MEF e solugao exata

Os reultados dos pontontos foram organi-

zados em tabelas.

Tabela 1 — Tabela para interpolacao
quadratica

T Uquadratico  Uexato ~ LITO absoluto
0.000  1.00000  1.00000 2.22 x 10716
0.250  0.79867 0.80000 1.33 x 1073
0.500 0.66676 0.66667 9.52 x 107°
0.750 057122 0.57143  2.08 x 10~*
1.000  0.50000  0.50000 0




Tabela 2 — Tabela para interpolacao linear

T Ulinear Uexato  Erro absoluto
0.000 1.00000 1.00000 1.11 x 10716
0.250 0.79819 0.80000 1.81 x 1073
0.500 0.66512 0.66667 1.55 x 1073
0.750 0.57062 0.57143 8.12x 10~
1.000 0.50000 0.50000 0

Como ¢é possivel perceber pelos dados das
tabelas[l]e[2] é preciso de ntimero de nds maior
na interpolacao linear para atingir um grau de
precisao similar ao da interpolagao quadratica.
Ainda assim, uma interpolacdo da mesma or-
dem da equagao diferencial consegue obter um
erro absoluto ainda menor com menor custo
computacional, o que valida sua eficacia.

Uma segunda abordagem foi feita para o
mesmo problema, utilizando desta vez oito ele-
mentos com interpolacao linear e quatro com
quadratica. Os graficos estao disponibilizados

na imagem [2|
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Figura 2 — Comparacao MEF e solucao exata

Os resultados para esta simulagao estao nas

tabelas Bl e [

Tabela 3 — Tabela para interpolacao
quadratica

T Uquadrético  Uexato ~ LrTO absoluto
0.000  1.00000  1.00000 3.33 x 1016
0.125 0.88875 0.88889  1.34 x 10~*
0.250  0.80001  0.80000 8.52 x 107°
0.375  0.72723  0.72727  4.32 x 107°
0.500 0.66667 0.66667 6.36 x 107°
0.625 0.61537 0.61538  1.74 x 107°
0.750 0.57143 0.57143  2.90 x 107¢
0.875 0.53332 0.53333  9.33 x 107°
1.000  0.50000  0.50000 0

Tabela 4 — Tabela para interpolagao linear

x Wlinear Uexato  BITO absoluto
0.000 1.00000 1.00000 3.33 x 1016
0.125 0.88855 0.88889  3.36 x 1074
0.250 0.79956 0.80000  4.43 x 1074
0.375 0.72683 0.72727  4.39 x 1074
0.500 0.66629 0.66667 3.81 x 1074
0.625 0.61509 0.61538 2.97 x 1074
0.750 0.57123 0.57143  2.00 x 1074
0.875 0.53323 0.53333  1.00 x 1074
1.000 0.50000 0.50000 0

Os resultados mais uma vez mostram
o melhor desempenho para a interpolacao
quadratica, a qual obtém um erro menor
usando metade dos pontos necessarios para a

interpolacgao linear.

0.4.2 Aplicacito em uma barra nao-
linear
O objetivo final do estudo é a aplicacao do

MEF para a analise estrutural de uma barra

com nao linearidade geométrica.



O problema em questdao faz referéncia a
uma barra de comprimento L, secao de area
uniforme A, feita por um material isotrépico li-
near elastico de médulo E. A barra é fixada em
uma extremidade e sujeita a uma carga axial
na outra ponta. O intuito é determinar a curva
de deslocamento por carga, considerando que

o problema é unidimensional.
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Figura 3 — Representagao do problema

O desenvolvimento do problema ainda esta

em andamento.

0.5 Conclusao

O presente trabalho apresentou um estudo
aprofundado do Método dos Elementos Finitos
(MEF), com énfase na formulacdo e resolucgao
de problemas de natureza nao linear. Iniciou-
se com a introducao das formas fracas, inter-
polacao de diferentes ordens e a construcao
das matrizes de rigidez e vetores de forca
para elementos finitos, tanto lineares quanto
quadraticos.

Com a implementacao de um codigo em

MatLab, foi possivel aplicar o MEF a um

problema unidimensional com nao linearidade
geométrica. A solucdo aproximada obtida
com elementos de diferentes ordens foi compa-
rada com a solucao analitica, evidenciando que
a interpolacao quadratica apresenta desempe-
nho superior a linear, mesmo utilizando um
nimero menor de elementos. Isso confirma a
maior eficiéncia dos elementos de ordem supe-
rior, principalmente em problemas que exigem
maior precisao com menor custo computacio-

nal.

Além disso, a aplicacao do MEF a um pro-
blema estrutural de uma barra com nao lineari-
dade geométrica — ainda em desenvolvimento
— mostra-se promissora para a simulacao de
comportamentos reais mais complexos, com
potencial para ser estendida a geometrias e

condic¢bes de contorno mais gerais.

Como perspectiva futura, pretende-se con-
cluir a implementacao completa da analise da

barra nao linear.
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