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Introducao

A otimizagdo topoldgica estrutural tem
como objetivo encontrar a melhor distribui¢ao
de materiais em uma determinada regidao de
projeto, considerando critérios mecanicos e res-
tricdes. Trata-se de um problema de otimizagao
com restri¢cdes, onde as varidveis de projeto po-
dem ser discretas ou continuas. Neste trabalho,
consideram-se estruturas continuas no regime
da elasticidade linear, formadas por multiplos
materiais com propriedades mecanicas distin-

tas.

O critério principal adotado € a minimi-
zagdo da compliance, promovendo estruturas
mais rigidas. Adicionalmente, impdem-se res-
tricdes de equilibrio estitico, volume/massa to-
tal da estrutura e pegada de carbono média dos
materiais utilizados. A formulagdo e solucao do
problema utilizam o Método dos Elementos Fi-
nitos (MEF), com base na teoria da elasticidade
linear. A técnica de interpolacao SIMP (Solid
Isotropic Material with Penalization) é empre-
gada para modelar a distribuicdo continua de
materiais, combinada com um filtro para suavi-
zar as solugdes e evitar problemas numéricos
(WANG; SIGMUND, 2024).

Metodologia

Modelagem Matemadtica

A formulagdo parte da equacdo consti-
tutiva para o estado plano de tensdes, baseada
na Lei de Hooke generalizada, sob as hipote-
Ses 0, = Oy; = Oy; = 0. O comportamento do
material € descrito por:
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onde E € o moédulo de elasticidade, v € o co-
eficiente de Poisson, o o vetor de tensdes, € 0
vetor de deformacdes, e D a matriz constitutiva
do material (BENDSOE; SIGMUND, 2013).

Modelagem de elementos finitos

Na discretiza¢do do dominio, utilizam-
se elementos quadrilaterais com funcdes de
forma bilineares. Para um elemento quadrilate-

ral, mostrado na Figura 1.

A matriz de rigidez elemental € obtida

aplicando o método de Galerkin:
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onde a matriz de derivadas das funcdes de

forma € dada por:
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Figura 1 — Exemplo da numeracdo do elemento

Interpolagdo de Materiais e Penalizagdo
SIMP

A interpolacdo das propriedades dos

materiais € feita via uma funcdo baseada na

p-norma:
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onde x) € [0,1]: fragdo do material i no ele-
mento e, E;: modulo de elasticidade do mate-
rial i, Eyy;q: médulo do material vazio (muito
pequeno), p: parametro da p-norma (geral-
mente 6), n: penalizacao SIMP (geralmente 3)
e 0 < 1: valor pequeno para evitar divisdo por

zero (ZHENG et al., 2023).

Restricio Ambiental

A pegada de carbono média da estrutura

¢ calculada como:
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em que f; é o fator de emissao de CO; por uni-

S (Ptarget ) (6)

dade de volume do material i, V;(x): volume
total do material i na estrutura € Qe 0 valor
maximo admissivel para a média da pegada de

carbono.

Problema de Otimizagdo

O problema de otimizagdo é formulado

Ccomo:

min ¢(x)=F'U
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an

Vi=1,...,Nu,

Filtro de Suavizacao e Projecdo

Para evitar padrdes numéricos espurios
e instabilidades, aplica-se um filtro baseado em

médias ponderadas:

(i) _ Ljes Hejxﬁ-’")

; (12)
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onde )zé") € o valor suavizado da variavel de
projeto do material i no elemento e, .4, a vi-
zinhanga dos elementos ao redor do e, H,; =
max (0, rmin — d.j) 0 peso calculado com base
na distancia d,; entre os elementos e € j, rmin
€ o raio de influéncia do filtro (SIGMUND,

2001).

A seguir, aplica-se a suavizacdo com

funcdo de Heaviside regularizada:
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em que 3 é o parAmetro que controla a nitidez

13)

da transicao (quanto maior, mais préximo de
uma fungdo degrau), n € (0, 1) o ponto central

phys

da transic¢@o e x; °~ o valor fisico da densidade

apds suavizacao.

Calculo das Sensitividades

Para que o algoritmo de otimizagdo atu-
alize as varidveis de projeto de forma eficiente,
€ necessario o cdlculo das derivadas das fun-
¢Oes objetivo e das restricdes em relacdo as
variaveis xéi). As derivadas calculadas sao: da
funcdo objetivo (compliance, da restricdo de

volume, da pegada de carbono.

Atualizacdo das Varidveis de Projeto
(i)

As varidveis de projeto x,’ sao atuali-
zadas a cada iteracdo utilizando o algoritmo
MMA (Method of Moving Asymptotes), que
se baseia em aproximacdes convexas locais do
problema original e nas sensibilidades calcula-

das.

Resultados e Discussoes

A estrutura exemplo considerada € uma
viga engastada submetida a carregamentos sim-

ples, conforme ilustrado na Figura 2.

A malha utilizada cobre uma regido de
8 metros na direcdo x € 5 metros na direcao
v, sendo discretizada com elementos quadra-
dos de 0,05 x 0,05 metros. O método SIMP
¢ aplicado com uma projecao tipo Heaviside

de pardmetro inicial § = 1, que é dobrado a

cada 50 iteragdes. Essa abordagem permite ini-
cialmente maior flexibilidade no processo de
otimizacao, facilitando a convergéncia, e poste-
riormente endurece a transi¢ao entre materiais,

for¢ando a definic¢do clara de fases.

O raio do filtro de sensitividade foi defi-
nido como equivalente a 3 elementos, enquanto
o limite de movimentacao das assintotas no al-
goritmo MMA foi fixado em 0, 1.
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Figura 2 — Modelo da viga considerada para a
otimizagao

Caso com um unico material

Primeiramente, foi considerada a otimi-
zacdo com apenas um material, comparando-se
os casos de uso exclusivo de aluminio e de agco
sob as mesmas condi¢des de carregamento. A
Figura 3 mostra a configuracdo otimizada da

estrutura para ambos 0s casos.

Figura 3 — Topologia otimizada utilizando ape-
nas um material

Embora a topologia final seja idéntica,
a compliance da estrutura difere entre os ma-

teriais. Isso ocorre devido as propriedades me-



canicas distintas: o aco, com maior médulo de
elasticidade, resulta em menor compliance, re-

fletindo maior rigidez estrutural.

Caso com dois materiais € sem restri¢ao

ambiental

Em seguida, considera-se o uso de dois
materiais (aco e aluminio) simultaneamente,
sem restricdo de pegada de carbono. O algo-
ritmo de otimizacdo naturalmente distribui os
materiais de modo a minimizar a compliance,
resultando em desempenho estrutural superior
em relacdo aos casos com material tinico, como

mostrado na Figura 5.

Figura 4 — Topologia otimizada com dois ma-
teriais (sem restricao de pegada de
carbono)
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Figura 5 — Evolugdo da compliance com dois
materiais (sem restricdo ambiental)

Anélise da pegada de carbono

A pegada de carbono média da estru-

tura € monitorada durante a otimizagdo. Ao

impor o limite de pegada de carbono como
Prareet = 1,85, que corresponde ao fator de emis-
sdo do aco, nenhuma restri¢ao pratica é imposta,
e o algoritmo se comporta de forma idéntica ao
caso sem restri¢do ambiental. A Figura 6 mos-

tra a evolugdo da pegada nesse cendrio.

Evolugéo do Footprint Médio
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Figura 6 — Evolugao da pegada de carbono para
¢target = 1785

E importante destacar que o alvo de pe-
gada de carbono pode variar entre 0 minimo,
correspondente ao uso exclusivo de aluminio re-
ciclado (f = 0,5kgCO,/kg), e 0 maximo para
o aco (f = 1,85kgCO, /kg).

Restri¢do ativa de pegada de carbono

Ao reduzir a meta ambiental para
Prarget = 1,4, 0 algoritmo enfrenta maior di-
ficuldade, e a restricdo ndo € completamente
satisfeita com a formulagdo atual. A Figura 7
apresenta a topologia resultante, e as Figuras
8 e 9 mostram respectivamente a evolucdo da
compliance e da pegada de carbono ao longo

das iteracoes.

Observa-se que a restrigdo nao € aten-
dida, indicando a necessidade de aprimora-
mento do método e dos parametros adotados.
Esse comportamento reforca a sensibilidade do
problema em relacdo a escolha dos parametros

e a robustez do modelo de sensitividade.
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Figura 7 — Topologia otimizada com dois
materiais sob restricio ambiental

(¢target =14)

Convergéncia da Otimizaca

0 50 100 150
Iteragéo

Figura 8 — Evolu¢do da compliance com restri-
¢do de pegada de carbono

Evolugdo do Footprint Médio
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Figura 9 — Evolucdo da pegada de carbono com
alvo (Ptarget =14

Conclusao

Foi desenvolvido e analisado um mé-
todo de otimizagdo topolégica multimaterial
aplicado a estruturas continuas em regime elas-
tico linear, incorporando simultaneamente cri-
térios de rigidez e sustentabilidade ambiental.
A formulag@o proposta combina a interpolacdo
SIMP com projecao via funcdo de Heaviside,

filtro e atualizacdo das varidveis de projeto via

MMA, permitindo tratar a presenca de multi-

plos materiais e restricoes ambientais.

Os resultados demonstraram que, na au-
séncia de restricdes ambientais, o algoritmo é
capaz de explorar de forma eficiente as propri-
edades dos materiais disponiveis, alocando-os
estrategicamente para maximizar a rigidez da
estrutura. No entanto, a introdu¢do de uma res-
tricdo ativa de pegada de carbono revelou li-
mitacdes na formulacao atual, evidenciando a
dificuldade do método em satisfazer simultane-
amente critérios mecanicos e ambientais mais

restritivos.

A anélise indicou que o desempenho
da otimizacdo € fortemente influenciado pela
escolha dos pardmetros do filtro, da funcdo de
projecdo e da meta ambiental. Com o estudo,
a implementacdo de outras funcdes objetivos
como uma unido de compliance com pegada de

carbono € possivel de ser analisada.

Referéncias

BENDSOE, M. P.; SIGMUND, O. Topology
Optimization: Theory, Methods, and
Applications. [S.1.]: Springer Science &
Business Media, 2013. 1

SIGMUND, O. A 99 line topology optimi-
zation code written in matlab. Structural
and Multidisciplinary Optimization, v. 21, p.
120-127, 2001. 2

WANG, Y.; SIGMUND, O. Topology
optimization of multi-material active structures
to reduce energy consumption and carbon
footprint. Structural and Multidisciplinary
Optimization, v. 67,n. 1, p. 5,2024. 1

ZHENG, R. et al. An Efficient Code for the
Multi-Material Topology Optimization of
2D/3D Continuum Structures Written in
Matlab. 2023. 2



	Sumário
	Referências

