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1 Introducao

Este projeto de pesquisa desenvolveu um cédigo em MATLAB para as andlises cinemética e dindmica
rigida de mecanismos bidimensionais, utilizando os conceitos de dindmica computaciona apresentado
em [I]. Um cédigo para mecanismos bidimensionais com elementos de barra conectados por juntas
de revolucao e prismaticas foi implementado. Esse cédigo também recebe restricées de acionamento
que sao fungoes do tempo. Uma interface grafica para o programa bidimensional foi implementada
em MATLAB, a fim de auxiliar no uso do programa. Inicialmente, as equagoes do movimento foram
integradas numericamente com o auxilio da funcao ODE45, um método de Runge-Kutta incorporado de
ordem 4(5). Atualmente, estd sendo implementada a expansao do programa bidimensional para o espago
tridimensional com o auxilio da parametrizacao de rodrigues.

2 Metodologia

A seguir, serd apresentado um breve resumo da base tedrica da cinemaética e dinamica restritas de corpos
rigidos bidimensionais acoplados por juntas [I]. Deve-se lembrar que um corpo é rigido quando os efeitos
de deformagao sao desprezados. Tal fato significa que a distancia entre dois quaisquer pontos do corpo
permanece constante durante todo o movimento.

2.1 Anadlise Cinematica dos Mecanismos

A andlise cinemédtica consiste na observagdo e estudo do movimento, desconsiderando os esforcos que
produzem tal movimento. A realizacdo de uma anélise cinemadtica completa de um sistema mecanico
passa por trés estdgios: a andlise de posi¢ao, velocidade e aceleracao. Neste projeto, a andlise sera feita
com a abordagem computacional comumente implementada para um grande nimero de corpos e juntas.

2.1.1 Cinematica Restrita

Os mecanismos sao uma combinagao entre corpos e juntas. O papel da junta mecanica é o de transmitir
movimento. A maioria dos mecanismos é composto por acoplamentos, assim as restri¢coes cinematicas
tornam-se fundamentais. Basicamente, as restrigoes sao equagoes algébricas que dependem das coorde-
nadas ou parametros do sistema, usadas para descrever o movimento do sistema.

2.1.2 Critério de Mobilidade

Inicialmente, todo sistema possui um ntmero de graus de liberdade (GDL), denotado por ng, dado por
ng = TNy, em que np é o numero de corpos no sistema. O valor de x é igual a 3 no espago bidimensional e 6
no espaco tridimensional. Quando o sistema possui n. equacoes de restricao linearmente independentes,
o numero de graus de liberdade é reduzido em n.. Assim, o numero de graus de liberdade em um
mecanismo é dado por

ng = TNy — Ne. (1)



Logo, para realizar a analise cinemdatica do mecanismo, deve-se impor ng entradas que determinem o
comportamento dos graus de liberdade restantes.

2.1.3 Restrigoes

O préximo conceito importante a ser mencionado é o de restricao cinematica. Um movimento sem
restricao é aquele onde é permitida traslagao e rotagao nas trés diregoes coordenadas. Por outro lado,
um movimento restrito possui limitagdoes quanto as dire¢ées de rotacdo e de translacdo. As juntas
mecanicas sao as conexoes entre dois corpos, de modo a restringir o movimento, permitindo-o apenas
em determinadas diregoes. Cada tipo de junta permite um determinado movimento entre os corpos. A
seguir, serao desenvolvidas as equacoes do GROUND e da JUNTA DE REVOLUCAO no espaco
bidimensional, com o objetivo de exemplificar o principio implementado neste trabalho.

GROUND: ¢ um corpo com zero graus de liberdades, ou seja, esse corpo nao possui nem translagao
nem rotagao. As equacOes que representam as restrigoes sao:

R,—c1=0, R,—c;=0, 6 —c3=0, (2)

sendo ¢1, ¢o e c3 constantes. E conveniente que o sistema de coordenadas fixo esteja no GROUND.

JUNTA DE REVOLUQAO: Uma junta de revolucgao, ilustrada na Figura [l é uma conexao entre
dois corpos que permite apenas a rotacao entre eles. O ponto de rotagao dos dois corpos é denominado
como ponto de revolugao da junta, P. A equagao que descreve a junta de revolugao entre os corpos i e
j € dada por ' _
7o = 7. 3)
A equacao anterior indica que a posicao absoluta do ponto P, definida usando o sistema de referéncia
do corpo i, é igual ao vetor posicao do mesmo ponto representado usando o sistema de coordenadas do
corpo j. Reescrevendo a expressao anterior usando a defini¢do do vetor de posi¢ao absoluta vem que
R+ Aty — R — Aw), = 0, (4)
onde

e R' e R/ representam os vetores de posicao absolutas das origens dos sistemas de coordenadas dos
corpos ¢ e j, respectivamente.

e A" e A’ representam, respectivamente, as matrizes de transformagao dos sistemas de coordenadas
locais dos corpos i e j para o sistema fixo de coordenadas.

e U)p e ) representam os vetores posicdo do ponto P representados nos sistemas de coordenadas
locais dos corpos i e j, respectivamente.

Essa equagao pode ser escrita como duas equagoes escalares que eliminam os dois graus de liberdade
relativos a translagao entre os corpos. As duas equagoes sao

R: + 7% cos0' — Gosin®' — RI — T cos 07 4+ Fpsind? =0, (5)

R; + T4 sin 0 4 g cos 07 — R; — T, sin 67 — 7, cos 7 = 0, (6)

Figure 1: Junta de revolucao e os sistemas de coordenadas dos corpos.



A descricao das demais juntas, bem como a formulagao das restrigdes no espaco tridimensional, pode
ser encontrada em [I].

2.1.4 Métodos Computacionais na Cinematica

Apés o desenvolvimento das expressoes das restri¢oes cinemdticas, o préximo passo é aplicar esse con-
hecimento para calcular a posicao, a velocidade e a aceleragao dos mecanismos computacionalmente. As
posicoes do sistema serao armazenadas no vetor ¢, no formato coluna. Se o sistema possui n; corpos
planos, a dimensao de ¢ serd n = 3ny, ou seja, a posicao de cada corpo no plano é expressa por 3
coordenadas. Assim, tem-se a seguinte representacdo para ¢

g=[R, R, 0" ... Rp Ry 0™, (7)
onde
e Rie R; sao as coordenadas do centro de massa do i-ésimo corpo rigido;
e 0% é o0 angulo de orientacdo do i-ésimo corpo em relacdo ao referencial fixo.

Na andlise de sistemas multicorpos, essas coordenadas nao sao independentes, e suas relagoes podem
ser expressas em funcao das restrigoes cinematicas, de modo a especificar as trajetorias do movimento.
As restrigoes atribuidas, sejam de acionamento ou das juntas, sdo armazenadas em um vetor C(q,t) como

(®)

—

Cc(qt)

[Ci(q,t) Cao(qit) ... Cu.(q:t),

onde t o tempo e n, o nimero de restrigoes.

Anailise de Posicao A equagado que deve ser resolvida para andlise da posicao é obtida a partir da
expansdo em série de Taylor da Equacao [8] sendo o método de Newton Raphson usado para encontrar
a solugao. Assim, o procedimento é calcular o vetor das diferencas de Newton e acrescentar ao vetor ¢,
até que a tolerancia dada seja atingida. A expressao a ser resolvida é dada por

—

Co G = —C(di ). (9)
O vetor das diferencas de Newton Aq é expresso como A7 = [A¢i  Ag ... Ag,]T. Ja a matriz
Jacobiana C;, das restrigoes ¢ dada por
801 801 601 801
0 [ 9q: to I
ol, 88 88 o0&,
oq1 9q2 Jqs U Oqn
CQ«; = . . . :
8C,, 0Cn., 9C,. aCh,
oq1 0q2 Jqs to 9qn

Analise de Velocidade Na andlise de velocidade, deriva-se a Equagao [J] com relagio ao tempo,

obtendo-se . =
Cyqd=—Cy, (10)

sendo C,; a matriz Jacobiana e C; o vetor com as derivadas parciais das equagoes de restri¢do com relagao
ao tempo.

Andlise de Aceleragao Na andlise de aceleragao, deriva-se a Equagao [I0] com relagao ao tempo,
obtendo-se

Cyf = Qu; (11)

onde o .
Qa = —(C4q)qq — 24Cy, — Cu. (12)

Os indices representam a varidavel na qual o vetor ou a matriz estd sendo diferenciado. E importante
salientar que todos essas componentes podem ser escritas em termos das coordenadas do sistema para
cada uma das juntas.



2.2 Anadlise Dinamica dos Mecanismos

A referéncia [I] apresenta a dedugao das equagoes de Newton-Euler usando o principio de D’Alembert.
A aplicagdo das equagoes de Newton-Euler em um conjunto de multicorpos restritos, leva a seguinte

equacgao na forma matricial )
M(T: Qe"‘Qm (13)

onde
e M ¢é a matriz de massa;
e ¢ ¢ 0 vetor com a aceleragao das coordenadas do sistema;
e (). sao os esforcos externos aplicados;

e (). sao os esforgos de restrigao.

2.2.1 Formulagcao Aumentada

A formulagdo aumentada obtém uma matriz esparsa e pode ser usada para gerar codigos gerais para
resolver sistemas multicorpos. A formulagao utiliza os esforcos de restricao explicitamente nas equagoes
dindmicas. As relagoes de restricao mais as equactes de movimentos sao resolvidas para calcular as
aceleracoes e os esforgos de restricao como

[3? %T] [ﬂ - [83] ! (14)

onde
e )\ é vetor dos multiplicadores de Lagrange;
e (J; é o termo que aparece na andlise de aceleracao.

Os multiplicadores de Lagrange X sdo utilizados para o calculo dos esforgos de reacdo nas juntas. O
vetor de aceleragao ¢ é integrado a cada instante para calcular o novo vetor de posicao e de velocidade.

3 Resultados e Discussao

Apresenta-se agora os resultados obtidos com o programa computacional desenvolvido até o momento.
Para isso, o problema do mecanismo biela-manivela apresentado na Figura [2] sera resolvido através do
programa. O momento externo M? aplicado na manivela é conhecido.

Figure 2: Mecanismo pistao-biela-manivela com momento M? sobre a manivela.

Apo6s a configuracao das caracteristicas do mecanismo no programa computacional, podem ser geradas
as telas com a andlise cinemética e a andlise de forgas, representadas nas Figuras[3] e [d] respectivamente.
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Figure 3: Tela da andlise cinematica.
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Figure 4: Tela da andlise de forga.

4 Conclusao

Este projeto de Iniciagao Cientifica contribuiu significativamente para o desenvolvimento de conheci-
mentos em dindmica computacional. Ao longo da pesquisa, foram construidas e implementadas equagoes
com base na formulagdo de Newton-Euler, utilizando a linguagem de programagao MATLAB. Durante
esse processo, métodos numéricos como Newton-Raphson e Runge-Kutta foram estudados e aplicados,
ampliando a compreensao sobre técnicas de solugao de sistemas nao lineares e integracao numérica.

Além disso, houve um aprimoramento nas habilidades de programagao, especialmente com o desen-
volvimento de uma interface grafica para o modelo implementado. Por fim, esta etapa do projeto prepara
o terreno para a futura implementacao de uma modelagem tridimensional da dinadmica computacional,
0 que requer uma parametrizacao apropriada dos angulos de rotagao.
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