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Introducao

A Teoria dos Grafos tem-se mostrado fundamental na modelagem e resolucdo de uma vasta gama de pro-
blemas em diversas dreas, desde a otimizacdo de redes de transporte até o design de circuitos eletronicos
e a andlise de interagdes sociais. Dentro desse contexto, os problemas de empacotamento e cobertura em
grafos representam uma classe particularmente desafiadora e relevante. Em sua esséncia, esses proble-
mas buscam encontrar subconjuntos 6timos de elementos (vértices, arestas ou caminhos) que satisfagam
certas condi¢des, minimizando ou maximizando alguma métrica.

A complexidade desses problemas frequentemente reside em sua natureza combinatdria, que os clas-
sifica como NP-dificeis. Isso implica que, para instdncias de tamanho razoavel, encontrar uma solugao
6tima em tempo polinomial é considerado computacionalmente invidvel. Consequentemente, € interes-
sante o desenvolvimento de algoritmos de aproximagdo, que, embora ndo garantam a solucdo 6tima,
fornecem solugdes “boas o suficiente”dentro de limites de tempo aceitdveis.

Neste texto, apresentamos o progresso de um estudo de iniciacdo cientifica focado em duas variacdes
do problema de empacotamento e cobertura em grafos: a Cobertura Minima de Caminhos com Cores
Distintas (DCPC) e o Empacotamento Maximo de Caminhos Arco-Iris (MRPP). A particularidade
desses problemas reside na introdu¢@o de uma coloracao nos vértices do grafo, adicionando uma camada
de restricdo e complexidade que os distingue dos problemas cldssicos. Investigar esses problemas nio
apenas contribui para o avango tedrico da Teoria dos Grafos e da Complexidade Computacional, mas
também abre portas para aplicagdes em cendrios onde a diversidade ou a exclusividade de atributos

(representados pelas cores) € crucial.

Metodologia

O periodo inicial do projeto foi dedicado a aquisi¢do e aprofundamento de conhecimentos fundamentais
em Algoritmos de Aproximaciao e Complexidade Computacional. Este esforco foi crucial, dado
que os problemas a serem estudados se inserem diretamente nessas areas. As referéncias bibliograficas
primarias que guiaram essa fase foram os livros Uma Introducdo Sucinta a Algoritmos de Aproximagdo

e The Design of Approximation Algorithms [1 e 2]. Além dessas referéncias centrais, outras obras com
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conteddo mais introdutério foram consultadas para solidificar os fundamentos da ciéncia da computacdo
e da teoria dos grafos, Introduction to Algorithms e Introduction to Graph Theory [3 ¢ 4].

Essa fase de capacitacdo ndo se limitou a leitura; envolveu também o estudo ativo de exemplos e
exercicios, visando a aplicacdo pratica dos conceitos teéricos. A compreensao profunda desses topicos é
vital para a identificacdo de possiveis redugdes entre problemas e para a eventual concepc¢do de algorit-
mos para as variagdes estudadas.

Adicionalmente a consulta de fontes primdrias na literatura, o aluno buscou aprofundar seu conhe-
cimento na drea ao matricular-se na disciplina MC748 (Algoritmos de Aproximacdo). Ministrada pelo
orientador, essa medida teve como propdsito fortalecer sua capacitagdo tedrica e pratica, antecipando
potenciais necessidades para o desenvolvimento da pesquisa.

Paralelamente a revisdo tedrica, a metodologia envolveu a formaliza¢do matemadtica de dois proble-
mas de otimizacdo em grafos coloridos. Com suas defini¢des bem estabelecidas, o foco passou a ser a
demonstracdo da NP-dificuldade dessas formulacdes e de suas variagcdes. Para isso, foi conduzido um
estudo de problemas cléssicos ja conhecidos por sua complexidade, assim como de técnicas de reducdo

polinomial, com o intuito de identificar estratégias aplicdveis aos problemas em anélise.

Figura 1: Exemplo de grafo com coloragdo nos vértices. Fonte: Wikipedia — Graph coloring

Resultados e Discussao
Os problemas abordados neste trabalho podem ser descritos da seguinte forma:

1. Cobertura Minima de Caminhos com Cores Distintas (DCPC): Um problema de minimizagio
que busca cobrir todos os vértices de um grafo colorido usando o menor nimero possivel de

caminhos disjuntos, com a restricdo de que nenhum caminho pode ter vértices de cores repetidas.

2. Empacotamento Maximo de Caminhos Arco-Iris (MRPP): Um problema de maximizagdo que
visa encontrar o maior nimero possivel de caminhos disjuntos, onde cada caminho deve conter

todas as cores presentes no grafo.

E importante destacar que esses problemas também podem ser formulados com a coloragdo atribuida as

arestas em vez de aos vértices, o que abre novas frentes de investigacao.
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Figura 2: Exemplo de solucdo para o DCPC em um grafo com coloragdo nas arestas.

A etapa subsequente foi a reformulacdo desses problemas como problemas de decisdo. Esta con-
versdo é um procedimento padrao em Complexidade Computacional, pois permite a aplicacdo de técnicas
de reducao polinomial para provar que um problema é NP-dificil. Para tal, cada problema de otimizacdo
foi transformado em uma questio de ”’sim ou ndo”’que verifica a existéncia de uma solugdo que atenda a
um determinado limiar q.

A prova de NP-dificuldade para ambos os problemas foi realizada através de uma reducdo polinomial
a partir do Problema do Caminho Hamiltoniano (HP), conhecido por ser NP-dificil desde o trabalho de
Richard Karp em 1972 [5]. A estratégia da redug@o envolveu a constru¢do de uma instincia do problema
alvo (DCPC ou MRPP) a partir de uma instancia arbitraria do HP, de tal forma que a resposta para a
instancia original do HP € SIM se, e somente se, a resposta para a instancia construida do problema alvo
também for SIM.

E importante destacar que, para grafos com duas cores, o problema DCPC pode ser resolvido em
tempo polinomial por meio de uma adaptagao de algoritmos de marching. Atualmente, estamos desen-
volvendo uma redugdo do Problema do Acoplamento Tridimensional (3DM) para demonstrar que o
DCPC é NP-dificil mesmo para grafos com trés cores. Acreditamos que uma estratégia de reducéo simi-
lar possa ser aplicada ao MRPP para provar sua NP-dificuldade com trés cores, embora ainda estejamos
investigando sua complexidade para o caso de duas cores. Por fim, ja concebemos uma reducgao que, se o
DCPC for comprovadamente NP-dificil para trés cores, implicard automaticamente sua NP-dificuldade

para qualquer niimero k£ > 3 de cores.

Conclusao

O trabalho realizado até o momento estabeleceu uma sélida base tedrica, culminando na formalizacdo e
analise de complexidade de dois problemas de otimizacdo em grafos coloridos: a Cobertura Minima
de Caminhos com Cores Distintas (DCPC) e o Empacotamento Maximo de Caminhos Arco-Iris
(MRPP). Por meio de redugdes polinomiais a partir do Problema do Caminho Hamiltoniano, demonstrou-
se que ambos os problemas sao NP-dificeis. Essa descoberta ressalta a complexidade intrinseca dessas
formulagdes e foi possivel gracas a uma fase de revisao bibliografica e capacitacdo em Algoritmos de

Aproximagdo e Complexidade Computacional.
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Proximos Passos

Com a NP-dificuldade geral confirmada, a pesquisa avancara para diversas frentes. Pretendemos inves-
tigar a complexidade desses problemas em instancias especificas de grafos, onde solugdes em tempo
polinomial podem ser vidveis. Além disso, buscaremos compreender o impacto do nimero de cores
na dificuldade do problema. Finalmente, um objetivo central sera o desenvolvimento de algoritmos de

aproximacao para cenarios onde a busca por solu¢des 6timas € invidvel.
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