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1 Introducao

A distingao entre rotagoes ativa e passiva é um tema central em fisica, com implicagoes
profundas tanto na mecanica cldssica quanto na teoria quantica. O ponto de partida para essa
discussao remonta ao experimento mental do balde de Newton, no qual a rotacao de um balde
com agua leva a formagao de uma superficie curva no liquido, independentemente da rotagao do
observador. Esse efeito sugere que certos fenomenos fisicos relacionados a rotacao sao absolutos
e nao puramente relativos, desafiando a visao classica da relatividade do movimento.
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Figura 1: Esquema do experimento mental do balde de Newton. Fonte: adaptado de [1J.
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Este dilema foi revisitado recentemente pela observacao experimental de efeitos vorticosos
no plasma de quarks e glions (QGP) [2, B], o que tem gerado maior interesse no contexto da
cromodinamica quantica (QCD) em referenciais rotativos [4], 5]. Porém, o célculo de grandezas
associadas tém sido, geralmente, dados por rotagoes através de uma métrica colocada “a mao”,
o que corresponde a uma rotagao passiva.
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Figura 2: Diferenca esquemadtica entre uma rotagao ativa e uma rotagao passiva. Fonte: autores.

Naturalmente, em laboratério, os sistemas giram porque ha algo em sua dinamica que os
faz girar (uma rotagao ativa). Assim, surge a questao de a que medida essas duas descrigoes
sao equivalentes, sendo este o ponto principal a ser estudado e discutido por este trabalho.

2 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é estabelecer critérios sob os quais rotacoes ativas e
passivas em sistemas quanticos sao fisicamente equivalentes. Isso é feito analisando diferen-
tes potenciais conhecidos da mecanica quantica e suas simetrias, com possiveis aplicacoes a
fenomenologia de altas energias, a teorias de campos quanticos e gravidade quantica.

3 Rotacoes ativa e passiva em sistemas quanticos

3.1 Definicoes gerais

e Rotacao ativa: a rotagao é causada por um potencial do sistema, ou seja, a partir de
um termo adicional a Hamiltoniana estacionaria H — H + H,otacao;

e Rotacgao passiva: o sistema é estacionario e o detector rotaciona, o que equivale a aplicar
uma matriz de rotacdo D(t) & matriz de densidade p — DI (t)pD(t).

3.2 Evolucao temporal do operador de densidade

A partir da equagdo de Heisenberg em unidades naturais (¢ = h = 1), a dinamica do
operador de densidade p(t) é dada por

D _ilp ) = plr) = A DA0)A(), (1)

onde A(t) é o operador responsavel pela rotagao ativa ou passiva, a depender do tipo de rotagao.
Considerando no instante ¢t = 0

P0) = Py || @ 1S)(S"] = p(0) = D Oty Comg g P e | M) (M|, (2)

mi,m2

com C" sendo os coeficientes de Clebsch-Gordan que acoplam os estados M; e M,
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Entao, a dinamica do operador de densidade é dada por

p(t) = A'(t) ( Y e Gl m2pm1,m2|M1><le> A(t), (3)

mi,m2

que depende explicitamente da forma que a rotagdo ocorre, dada pelo operador A(t).

3.2.1 Rotacgao passiva

A rotacao passiva nao depende do potencial presente no sistema, ja que corresponde a
uma rotacao do referencial do detector. Assim, considerando um rotagao em torno do eixo z,
A(t) =D, (t) = e7=! onde w é a velocidade angular de rotagao e J. é 0 operador de momento
angular na direcao z. Introduzindo D, (t) na equagao [3)|

3 2wyt JM JM o Az 3
'0<t - ZJW ( Z smplﬁml smfﬁmgpml,m2|M1><M2|> € iast (4)
my,Ms
ﬁ<t> - Z CSJT]Y\L/A;{E m1 C:%]TJY\L/IZZ mePm1,ma€ iz py 02y Z’MQWZQ)t- (5)
mye,Ms

Considerando que w,, = w,, = w,, a dinamica do operador de densidade para uma rotagao
passiva é dada por

J, My JMQ (Ml—Mg)wzt
§ : Osmg,@ml smg,ﬁmgpm17m2€ : (6)

me,Mms

3.2.2 Rotagao ativa

Seguindo o que foi deduzido em , para uma rotagao ativa, A(t) corresponde ao operador
de evolugao temporal do sistema, ou seja, A(t) = U(t) = e *#* onde H é a sua Hamiltoniana.
Sendo assim,

~ JM JM —iH
p (Z sm/1€m1 sm;QEmgpm17m2‘M1><M2’> € i (7)
mg,Ms
~ J, M J,M. -
p(t) = Z C’s mll,é - C’s mgz,é iy Pt ma€ i(Hary —Hup )t (8)
mye,Ms

Dessa forma, como ja mencionado, para um rotagao ativa, p depende diretamente do po-
tencial que o sistema estd presente. Assim, alguns potenciais conhecidos foram estudados:

e Potencial coulombico em coordenadas esféricas:

A2

~ o ~
A Hamiltoniana deste sistema é dada por H = L w -J, com a rotacao do sistema dada
m__r
- am
pelo termo w - J, cujos autovalores sao Hy;, = o hw; M;. Subsituindo em ,
n
. J,M J,M Ma—Mi)ws
p<t) = Z Cs mgl,l mi Cs m;,Z mgpmthe a2 e t? (9)

me,Ms

que é andloga & equagdao [6] indicando a equivaléncia de ambas as rotagoes para este sistema,
pois os estados tém dinamicas...



¢ Potencial magnético dependente da posicao em 2 dimensoes:
Q Q3 .
Supondo um campo magnético que varia com a posi¢ao na forma B(r) = (Ql + 224 —;) z,
r r
~2

com uma Hamiltoniana da forma H = r_o_ w-J—

2m r
[ - B(r), o sistema tem autovalores de energia que satisfazem o método de Nikiforov-Uvarov

[6]. Dessa forma, o operador de densidade tem a forma

2
o+ v5- M Q2
Z CjT]T\Liléml :9]7]7'\14@2€m2pm1 meo €XP 12m 72771 1952 .
| | 1420+ /1 — 4(ygMiQ3 — (€ + 1))

me,Ms

2
a + LMy
m Jom 22 + (My — M) (Wz +7i91> te, (10)
14 2n 4 /1 — 4(yqgMsQs — £(0 + 1)) 2m

que é diferente de [0, indicando que, para este sistema fisico, os referenciais sob a perspectiva
de uma rotacao ativa e de uma passiva nao sao equivalentes.

e Poco cilindrico:

Considerando um poco cilindrico de raio R e profundidade constante Uy, a Hamiltoniana do
)

sistema é H = o Uy — w - J, cujos autovalores sio [7]
m

1, Mx K

1
Enni, = —W?JM” R , Eyar, = (w :UMa + k‘z) —Uy— Mw (11)

2m

para uma rotacao lenta (R < 1/w) e rapida (R > 1/w), respectivamente, onde k, é o nimero
de onda, A = Rw, yym, n = 1,2,... é o conjunto de solugoes que satisfazem as condicoes de
contorno e ., a = 1,2, ... é o conjunto de zeros da M-ésima funcao de Bessel [7]. Para ambos
0s regimes, respectivamente,

2m

1
A J,M: J,M:
P = 3 Clmtem, ComeimsPrnsm exp[Q 7z (Wi = W) t} expli (My = My)wi] . (12)
my,Ms
R 1
p(t) = Z Cs”]’%{&mng%fZ g P my €XD [z% (lea 37?\42(1) t} exp [i (My — M) wt], (13)
mye,Ms

o que, novamente, indicam casos em que as rotacoes ativa e passiva nao sao equivalentes.
e Potencial coulombico em um pocgo cilindrico:

Revisitando o potencial coulombico, mas, agora, em uma simetria cilindrica, como descrita
pelo pogo anterior [7], a condigao de quantizagao implica em um nimero quéantico natural que
depende de M na forma |M| < n’ — 1, tal que n = n’ — 1/2. Com esta condigdo, hd uma
diferenga consideravel na diferenca das Hamiltonianas Hyy, e Hyy, na equacao 8 resultando em
um operador de densidade da forma

PN _ J, My J, Mo
p(t) - § : Csmg,ﬁmlemg,émngLWQX

me,Ms

o g~ ) ¢ PP M 0

o que mostra a nao-equivaléncia das rotagoes, um resultado surpreendente, considerando

que o potencial coulombico em coordenadas esféricas resultou no oposto. Ou seja, aqui ha uma
indicacao do forte papel da simetria do sistema fisico.
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3.3 Simetrias: licoes aprendidas

Tanto o potencial magnético, quanto o pogo cilindrico, que sao os demais sistemas cujas
rotagoes nao sao equivalentes, também possuem simetrias cilindricas. A distin¢ao entre rotacoes
ativas e passivas revela uma diferenga importante entre a fisica classica e a quantica. Na
mecanica classica, simetrias esféricas e cilindricas costumam ser equivalentes quando se trata
de rotagoes ao redor de um eixo (como o eixo z), pois nao hé incertezas ligadas aos operadores
de simetria.

J4 na mecanica quantica, a situacao muda porque os operadores associados a rotagoes nao
necessariamente comutam entre si, e isso afeta a estrutura dos estados. Por exemplo, simetrias
esféricas sao associadas a harmonicos esféricos, enquanto simetrias cilindricas envolvem fungoes
de Bessel. Além disso, os grupos de simetria envolvidos (SO(3) para o caso esférico e SO(2) x T}
para o cilindrico) tém geradores diferentes, o que implica comportamentos distintos.

Como resultado, em uma rotacao passiva (quando o observador gira), certos padroes de
simetria permanecem vélidos. Mas em uma rotacao ativa (quando o sistema gira por influéncia
de um potencial), isso s6 ocorre se o potencial respeitar todas as simetrias do grupo de rotacao.
Caso contrario, a equivaléncia entre rotacao ativa e passiva se rompe. No caso do balde de
Newton (no limite cldssico), a Hamiltoniana é dada por

I¢ Al
H= TB - 121 27;1 + Veontato + Vagua + Verav, (15)

em que os termos relacionados ao contato e o gravitacional nao comutam com J,. Entao, por
tais argumentos, nao é esperado que as rotagoes ativa e passiva deste sistema sejam equivalentes,
o que é, de fato, mostrado pelo experimento.
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