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INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo descrever e analisar
processos de espalhamento em mecénica quantica nao-
relativistica a partir do formalismo de pacote de onda, ex-
plorando a propagacdo e a dispersdo espacial do feixe em
diferentes regimes — com foco em dois fendmenos centrais:
o tunelamento quantico e o tempo de atraso.

Na Secao “Equacao de Schrodinger”, revisita-se o for-
malismo aplicado a particulas livres, destacando a separabi-
lidade da func¢do de onda e estabelecendo a base analitica
para a construcdo dos pacotes.

Na Secdo “Integral Gaussiana de Momentum para
Particula Livre”, desenvolve-se a funcdo de onda por meio
de integrais gaussianas, obtendo-se expressdes que descre-
vem sua evolucdo transversal. As Figuras 1-3 ilustram o
alargamento espacial e temporal dos pacotes, evidenciando
a relaco entre o pardmetro A, a distribui¢do de momento e a
penetracdo em barreiras de potencial.

Na Secdo “Muiltiplos Potenciais”, estuda-se a transmissao
em sistemas com n barreiras (Figuras 4-7), discutindo-se as
interferéncias decorrentes da superposicdo coerente das am-
plitudes, bem como o papel das fases acumuladas e trajetérias
internas na definicdo do tempo de Wigner.

EQUACAO DE SCHRODINGER

A Equacdo de Schrodinger (1926) marcou a transi¢dao da
fisica cldssica - que ndo conseguia lidar com fen6menos
como o efeito fotoelétrico (Einstein, 1905) e a dualidade
onda-particula (De Broglie, 1924) - para a fisica quantica.
Inspirado por De Broglie, Schrodinger buscou por uma
equacao diferencial que descrevesse a evolucao temporal da
fun¢do de onda W (r, t):
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ou seja, sob andlise de energia para mecanica classica,
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Schrodinger estabeleceu:

ov
E—ih- —
— 1 It

Para resolver essa equacdo, assume-se separabilidade da
solu¢do em duas partes, uma dependente do espaco e outra

do tempo:
(7, t) = @(r) - x(b); )

em que 7 € span{Z, ¥, Z}. Substituindo e desenvolvendo os
termos, obtém-se:
x(®) _
x(t) o(7)
Organizada de forma que o lado esquerdo dependa apenas
de t e o lado direito apenas de 7, isso implica, por se tra-
tar de uma igualdade, que ambos os lados equivalem a uma
constante C. De modo que ao desenvolver o lado esquerdo,

x(t) =e

e p— —ihV.
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= x(t) =e

Jd em andlise de Particula Livre, ou seja, para V (7) = 0,
ao desenvolver o lado direito,

2 /s

p(F) =e"

ipf i<P1Z+Pyy+PzZ>
3 h

= p(F)=c¢

Deste modo, a Equacdo 1 para Particula Livre é:
2

2 _ .2 2 2.
2m ’Comp _px +py +pz7

admitindo que a particula segue no eixo z, fixa-se p, e p, em
funcdo de p.:

Pz = \/P? + P2 +pl emque f= \/2m - [E — V(F,1)],
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onde p é o momento linear da particula, m sua massa, F (@|y)

(w2 22)
a er.lergia total do sistema e V' o potencial dependente da A(zly, 2) e( %) .
posicdo e do tempo. (wj n i)
Portanto, substituindo na Equacao 2, dada a separabilidade 2po
da solugdo,
peitpyyines 2 ¢ Multiplicando o numerador e denominador por seu respec-
(7 t) = ( g _%'ﬁ> (3) tivo complexo conjugado, obtém-se:
Zogly)? |2
INTEGRAL GAUSSIANA DE MOMEN- ()
yd 2 (& Po
TUM PARA PARTICULA LIVRE Ay 2)P o | ———]
wt + (i>
Po

O Momento da Particula no plano [z, y|, com propagagdo
ao longo de z, fixado em p = pg, € descrito pela seguinte
integral, considerando as exponenciais obtidas pela separabi-

lidade: 5 € 03 oy 22\ 2
|A(z|y, 2)|* () emque O(z) =w"+ | — ) .
—(pz24py?)w? j (Poetpyy+pz2) —iﬁ + (Z) Po
dp dpl dpy e 4h ‘e 3 e 2m h
Distribuicio G Onda Pl ~
istribuigao Gaussiana T “ Entdlo, resolve-se [ |A(z,2)* - |A(y,2)]> = +,
Ao tornar p, analitico, desenvolvendo-o em série, 2(@24y?)

pa? + py? 1 e = dud
pz:\/p%+px2+py2$pz=po—27po; N // *6H

~ . $Z)|2 |A(y,2)[?
Remove-se da equacdo todos os termos que independem de

Pz € Py, 1 _224+4?)
2(:002 2’%) N 1= dzdy,
€ -A(x,z)-A(y,z),
oo elpn?w? il (paw _ (pelpy)?= .
| A(z]y, 2) :/ dpz|dpy e,% e [(Pa: [pyy) Tpoft ] sabendo que:
e -
O fendmeno fisico em andlise é a incidéncia de N ondas / ¢TI o — m0(2) _
planas livres, S 2
Lay) =N - |A(z, 2)]* - |A(y, 2) % Deste modo, determina-se que a normalizagdo N é:

no qual N representa a constante de normalizacao associada 9
aos termos independentes de x e y. Essa constante € determi- 11 ( 779(2)> - N = 2
N T

nada impondo a condicdo de normalizagao, 0(z) 2
o0
NZ. / Az, 2) | - |A(y, 2)|? = 1. Portanto, o indice de incidéncia de N ondas planas livres
- ¢ dado da seguinte forma:
Intui-se descobrir IV, usando unidades naturais 7 = 1. Ao .
reagrupar os termos para A(zl|y, z), _24;(:(72))2
2 e w D0
> —(ﬁ-l-"’—z)(pﬂclpy)Q-i-i(pwwlpyy) I(acyz) = T3 ©)
Azly, z) = dpx|dpy e \'T " 2ro . R Tt i (272)
> Po

Vé-se que a integral acima se assemelha a: . .
As Figuras 1 e 2 a seguir representam graficamente a

00 2 w2 T funcdo analitica f[x_, z_, A_] abaixo - desenvolvidas no Wol-
—au U T . . . . .
/ du e = €4a P Jram Mathematica -, com o objetivo de analisar seu compor-
oo . . A
tamento em diferentes regimes dos pardmetros empregados z
2 1 .
estabelece-se que a = “- + 5> e b =i(x[y), e A
) Normalizando, em A(z, ), o denominador do exponencial
T % por w* e admitindo A = pow?, tem-se:
Alxly, 2) = [ 7=~ ¢
(wj ﬂ) 222 2
4 2po - 22 )2 22—
9 1+(p0w4> 7 e 1*(22)
Para a andlise do quadrado do médulo valores numéricos T 5~ flo- 2, A= T L+ (22 2’
~ . 2 =
ndo interessam, por isso: 1+ (po'if“) +(23)
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Distribuicao Gaussiana para Diferentes A (Z=1)
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Figura 1: Representagdo de secgdes verticais da gaussiana para A(z, z),
com Z constante - fonte: Elaboragdo propria.

Na Figura 1, observa-se que, com z fixo, o aumento de A
- associado a largura inicial do feixe (w) - gera distribuicdes
mais largas, enquanto menores valores resultam em feixes
mais estreitos, refletindo o comportamento difrativo tipico da
propagacdo em meios lineares.

Distribuicao Gaussiana para Diferentes Z (A=1)
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Figura 2: Representagdo de secgdes verticais da gaussiana para A(z, z),
com A constante - fonte: Elaboragdo prépria.

Na Figura 2, com A fixo, observa-se que o aumento de
z provoca o alargamento da distribui¢do, indicando perda de
colimagao do feixe ao longo da propagacao - comportamento
esperado em propagacgdes de ondas gaussianas ndo confina-
dos.

E possivel observar que para A = 1, na Figura 1,e Z = 1,
na Figura 2, os comportamentos da func¢do f(z,z, A) sdo
idénticos, uma vez que correspondem a mesma razao em
flz-, z-, A_]. O mesmo ocorre para A = 0.25, na Figura 1, e
Z = 4, na Figura 2.

Dividindo, em A(y, z), o numerador e denominador do ex-
ponencial por w*, admitindo v = el = w%po, tem-se:

_2Y
w?
1 ( 2z ) —2v
2 e wipg e 14472

T =
] V1 +4T?

Valor de Alpha I 15

Gaussiana 'Fisica' para T variando
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99271 [=0966105 [=0820288 [=0.657218

Figura 3: Representagdo fisica da gaussiana de A(y, z), para T variante
e a— s5eq(0.25 : 0.25 : 2.5) - fonte: Elaboragdo prdpria.

A Figura 3 apresenta a evolucdo da largura transversal da
distribuicdo em funcdo do pardmetro 7', determinado pelo fa-
tor av/1 + 472, em que o = 1.5 determina o range em x.

Na representacdo da Figura 3, a largura inicial do feixe é
expressa em unidades naturais, com w = ﬁ. Conside-
rando que 1eV~! ~ 2-10~" m, obtemos w =~ 0,2 nm em

unidades de comprimento.

A largura em nandmetros € tipica de sistemas quanticos
com tunelamento, enquanto em experimentos com feixes re-
ais - como elétrons ou lasers - sdo mais adequados valores
em centimetros.

As figuras ilustram a propagacio de pacotes de onda gaus-
sianos, observa-se que feixes mais estreitos de maior valor
para A, Figura 1, correspondem a distribuicdes mais amplas
em p, permitindo maior interagdo em barreiras de potencial,
0 que aumenta a chance de tunelamento. J4 a dispersdo ao
longo de z, Figura 1, e de T', Figura 3, evidencia o alarga-
mento temporal do pacote, o que afeta a determinacdo do
tempo de atraso.

Esses efeitos tornam-se ainda mais complexos em siste-
mas com multiplas barreiras de potencial, onde as diver-
sas reflexdes internas e as fases acumuladas em cada regido
resultam em padrdes de interferéncia que variam com 0s
parametros do sistema. Essas interferéncias influenciam nao
apenas as probabilidades de transmissdo e reflexdo, mas
também modificam o tempo de atraso. O acoplamento en-
tre barreiras dd origem a ressonancias e regides de trans-
paréncia parcial, mostrando a natureza nio local do tunela-
mento quantico e demonstrando como as condi¢des de con-
torno influenciam na dindmica do espalhamento.
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MULTIPLOS POTENCIAIS

Considere a configuragdo de V,, potenciais separados por
barreiras localizadas em 71, Zo,...,Z,_1, com distancias
sucessivas dadas por d,, = Z, — Z,—1, do seguinte modo:

Figura 4: Representagdo para V,, potenciais - fonte: Elaboragcdo propria.

Para andlise de dois potenciais, vé-se que incidem ondas
planas livres na barreira Z; sob um potencial V,,, definido

por:
v~

Representa-se a reflexdo (R12) e a transmissao (7172):

V1>
V27

sex < /7,
sex > /.

_———
Vi V2

Z4

‘

1
RipeP17.6fP12 L TypefP2Z Funcdo (F)

|

% o ! .

ip1(fP121-RigeP1Z1) | pyTypefP2? Derivada (D)

|

1

1

Figura 5: Degrau de potencial com as equagdes de continuidade (F) e a
suas respectivas derivadas (D) - fonte: Elaboragdo propria.

Ao aplicar as equacdes de continuidade, em z;, as
condi¢des de contorno, e realizar F |D - e~ "P1*1, obtém-se:

1+ Ryy- e~ 2ip1z1 — Ty - ei(p27p1)21

Y

1— Ryg-e 2121 — P2 Tyo - 'P2—PVZ1
p1
somando-as, obtém-se:
, 2
Ty =ty - e/ P17P2)21 o que t19 = L.
p1+p2

Substituindo 772 em qualquer uma das equacdes supraci-
tadas e isolando o termo de interesse,
P1— P2
p1+p2
Considere, entdo, a propagacao no sentido inverso, ou seja,
V1 < V5. Nesse regime, admite-se po — —p; e, consequen-
temente, p; — —p2, gerando os coeficientes de reflexdo e
transmissao retrégrados, ﬁgl e Tgl (seguindo o desenvolvi-
mento sobredito):

R12 =T12- 6274)1'21, em que 12 =

Para anélise de trés potenciais, vé-se que incidem ondas
planas livres sobre trés regides com potenciais distintos, se-
paradas por barreiras Z; e Z. O potencial V;, é dado por:

Vi, sex < Zy,
Vn: ‘/23 SeZ1<$§Z2,
Vs, sex > Zs.

Retrata-se a reflexdo (2123) e a transmissao (71723):

e

Vi V2 Vs
Z1 Zf
>
Rigze TP1Z46/P12 ApefP271.,p)e7iP272 Tio3eP3246fP32 (F)

ip1(¢/P12-Rip3 7 P12) tipy(apefP22 By 67P27) ipy(efP37-Tip367P3%) (D)

Figura 6: Barreira de potencial com as equagdes de continuidade (F) e a

suas respectivas derivadas (D) - fonte: Elaboragcdo propria.

Ao aplicar as equagdes de continuidade, em 2; e 29, as
condicdes de contorno,

eP1zL Rio - e WP1Zl — Az . etP2E By - 6—1172217

P17l _ R123 LeTW1E — ; (A2 . e'P221 _ 32 e lpzzl) ,
1

Ay - eP2?2 4 By . o272 — Tia3 - e%p3237
ip2z P3 ip3z
A2,6P22_ 7(T123_6P32)’
2

em que Ay e By sdo coeficientes arbritarios reais entre as
barreiras z; € 2.

B, - e 272

Expressando-as na forma matricial, para Vi — V5,

etp121 1 1 Ag - etP221
Rig3 - —e 1% - % _% By - e~i21 |0

japara Vo — V3,

eip222 0 As 1 '
) - e

Isola-se Ay e By a partir da transi¢do Vo — V3. Em se-
guida, resolve-se a equacdo de V; — V5, a fim de isolar a
matriz associada a R123. Por fim, substituem-se as expressoes

de A5 e Bs, resultando:
B To3 - €P372 ‘ e~w2d2 o, 793
rig Ty - €P2®

etp121
<R123 : fipm) © tiotos
Os efeitos de difusdo e acoplamento - tais quais trans-
missdes e fases acumuladas - estdo incorporados no
lado direito da forma matricial. Esse método permite a
generalizacdo para multiplos potenciais, em que cada nova
barreira adiciona coeficientes locais (r;;, ¢;;) e fases (eip"d").
Com isso, tem-se:

Toy = Toy - €/ P17P2)%1 e que ty) = 2 ) Tio3 = oty B ¢!(P121+p2d2—pszs)
’ p2+p1 1+ 712723 .
> ~ 9 ~ P2 — D1 r1g + rog - €202 ;
Ro1 =791 - € 21}7221’ emaue 791 = — "~ R —_ ' _621p1z1
21 21 q 21 ps + p1 123 1+ r19793 - e2ipada
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Para analise pelas miiltiplas reflexdes, considera-se a in-
cidéncia de N ondas planas livres, I(x, t), conforme a figura
abaixo:

Vi V, V3
Zq Z2
1 I_I 1
xt) —— | do '

Ri2 <—E—> Tiz !
| Ryy —— ——> Ty
Ty ——1—— Ry
i E > R,

> Ti23

Figura 7: Barreira de potencial sob andlise de miiltiplas reflexdes - fonte:
Elaboragdo propria.

Para esta andlise, a transmissdo pode ser modeladas pela
seguinte série geométrica:

Goo =ad 27 =

em que a = T12T23, r= R21R23.

Para a nossa andlise, " = (Ra1 Ro3)" ~ 0, ou seja:

No caso de dois potenciais, as quantidades T2 e Ry foram
essenciais para compor T7o3. Seguindo a mesma estrutura,
observamos que 753 e o3 admitem expressoes analogas:

- 2
Tos = toz- el(p27p3)22, em que to3 = e .
P2 +p3
R23 = 793" 62ip2z2, €m que 193 = p72 — pg.
P2 + 3

Desta forma, ao desenvolver os termos obtém-se,

T123 — ﬂ . ei(p121+p2d2—p322).
1+ 71973
Com isso, Rj23 pode ser descrito pela soma das maltiplas

reflexdes que ocorrem entre as barreiras Z; e Zo,
Ri23 = Ri2 + T2 R93T51 + T1oRogz Ro1 Ro3Th1 + . ..

no qual cada parte da soma representa um parametro es-
pecifico, com T2 Ro3T51 = a e com Ro; Roz = 7, ou seja,
seguindo uma légica semelhante a 723,

T2 Ro3T5

Ri23 = Ri2 + =
1 — Ro3Roy

J4 se dispoe de 712 e 121 do caso de dois potenciais, com-
pletando o necessario para construir R123. Desenvolvendo
0s termos, tem-se:

19 + T3 - e2iP22

2ip121
1 2ipad, ’

Rio3 =

No método de mudltiplas reflexdes, ao decompor a trans-
missdo e a reflexdo em termos de sucessivas contribuicdes
parciais - cada uma associada a trajetdrias especificas deida e
volta entre as descontinuidades -, torna-se possivel identificar
como interferéncias construtivas e destrutivas corroboram a
probabilidade de tunelamento. Além disso, o método permite
quantificar os atrasos de fase acumulados em cada regido, os
quais estdo diretamente relacionados ao chamado tempo de
Wigner (ou tempo de atraso), além de simplificar a resolu¢do
algebricamente. Vé-se que barreiras e degraus de potencial
atuam como filtros, em que a superposi¢ao coerente das am-
plitudes demonstra como os pacotes de onda interagem com
toda a estrutura mesmo antes de “passar” por ela.

CONCLUSAO

Este trabalho explorou a dinamica de pacotes de onda
gaussianos em sistemas quanticos com barreiras de potencial,
destacando a influéncia da dispersdo espacial e temporal no
tunelamento e no tempo de atraso. Através do formalismo de
pacotes de onda, demonstrou-se que feixes mais estreitos em
X (maior vlaor de A) apresentam distribuicGes mais amplas
em p, aumentando a probabilidade de penetracio em barrei-
ras, enquanto o alargamento ao longo da propagacdo (z ou
T introduz complexidade no tempo de atraso. A andlise de
sistemas com multiplas barreiras revelou como interferéncias
construtivas e destrutivas, decorrentes de reflexdes internas e
acumulo de fases, modificam significativamente as taxas de
transmissdo. O método algébrico proposto, baseado em séries
geométricas, mostrou-se mais conciso para descrever arran-
jos complexos, oferecendo material para simulagdes.

Os resultados obtidos demonstram que a combinagao entre
a dispersao espacial dos pacotes de onda e o acoplamento en-
tre barreiras de potencial permite uma andlise mais profunda
dos mecanismos de tunelamento quantico e da dindmica do
tempo de atraso, oferecendo subsidios tedricos relevantes
para a otimizagdo de heteroestruturas quinticas e confecc¢ao
de dispositivos baseados em interferéncia coerente.
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