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INTRODUCAO:

O Problema da Arvore Geradora de Comunicacdo Otima (Optimum Communication Spanning Tree Problem, ou
OCT), introduzido por Hu (HU, [1974), € um problema de design de redes onde a topologia da rede é restrita a uma
arvore geradora e seu custo corresponde a soma ponderada das distancias entre determinados pares de nés. O
problema é NP-dificil (JOHNSON; LENSTRA; KAN, 1978).

Existem diversos algoritmos exatos para o problema na literatura utilizando métodos de programacéo inteira
(CONTRERAS; FERNANDEZ; MARIN| [2010; LUNA-MOTA, 2016; ZETINA et al., 2019).

Neste trabalho, apresentamos e analisamos uma nova formulagao para o problema com o menor niimero de
variaveis de que temos conhecimento, junto a um algoritmo exato por branch-and-cut para o problema baseado
nessa formulagao.

DEFINICAO DO PROBLEMA:

Dado um grafo conexo G = (V, E), uma fungdo nao-negativa w : £ — R, de peso nas arestas e uma fungao
simétrica ndo-negativa ¢ : V x V. — Rx(, 0 OCT busca uma arvore geradora 7" de G que minimize o custo de
comunicacgao, definido como:
C(T)= Y ¥(i,j)w(Py(T))
{i.gre(y)

Onde P,;;(T)) é o caminhoentreie jemT.

Definimos também o conjunto R = {{i,j} € (‘2/) ‘ ¥(i,j5) > 0} dos links (pares de vértices com requisitos ndo-
nulos).



FORMULACADO:

Apresentamos abaixo uma formulacdo baseada em cortes, que nao existe na literatura, até onde sabemos:

minZw(e)ye (1)
c€E
sa. z(E)=|V|-1 (2)
#(E[X]) < |X] - 1 VX CV,X £0 3)
ye < W(R)z, vee )
Y(O(X)) = U(Or(X)) VX CV,X £0 (5)
z. € {0,1} Vee E (6)
Ye € R Vee E (7)

Lema 1. O subgrafo induzido pelo conjunto das arestas {e € E | x. = 1} em uma solugéo para a formulagdo acima
é uma arvore geradora de G.

Lema 2. Dado ¢ € E, em uma solugao détima do PLI, a variavel y. da formulagao acima assume o valor

{i,j}: e€Pyj
Onde P,;; é o caminho enire os vértices i e j na solugao.

Demonstragdo. Seja T a arvore geradora induzida pelas varidveis z. na solugdo, conforme o lema[i] e sejae € F
qualquer.

Seja B. o corte de arestas fundamental obtido a partir de T — ¢, e seja X o conjunto de vértices de uma das
componentes conexas obtidas, de forma que B, = 9(X).

Note que, como B. C T'U {e}, temos que =y = y; = 0 para todas as arestas f € B,, f # e. Logo, y(B.) = y(e).
Pela restri¢ao [5| e como o corte fundamental separa os extremos de todos os caminhos que contém e, segue que
y(e) = $(Or(X)) = (i sy, cep,, P(i. ) paratodo e € E.

Nesse caso, como y. aparece na fungao de custo com coeficiente nao-negativo, é suficiente mostrar que y. =
Z{m}: ccP, ¥(i,j) satisfaz as restrigdes, e portanto uma solugdo onde y. é maior ndo pode ser étima.

A Unica restricdo de interesse neste caso ¢ a restricao 5] onde temos:

Yoowe= > > ¥.g)

e€d(X) e€cd(X) {i,j}: e€P;;

> Y (i)

{i,7}€0R(X)

Note que para cada par de vértices {i,j} € Or(X) existe pelo menos uma aresta e € 9(X) tal que e € P;;, e
portanto a desigualdade é valida. O

Corolario 1. Em uma solugdo 6tima,

ASPECTOS POLIEDRICOS:

O lema[2sugere a seguinte representagéo interna para o poliedro correspondente as solugdes viaveis da formulagao:

Pocr(G, ) = conv {(x", ) € R¥ x R | T é arvore geradora de G}



Onde xT é o vetor de incidéncia de 7 e fT é o vetor do fluxo de comunicagdo de T para R, definido por
f&= Z{i,j}; eEP;; ¥(i, ).

Este poliedro claramente n&o tem dimensao plena, visto que a restricao 2| é trivialmente satisfeita na igualdade
para todas as solucdes.

Como a projegéo do poliedro no subespago das variaveis x” corresponde exatamente ao poliedro das arvores
geradoras de G (Pst(G)), temos que dim(Pocr (G, 1)) > dim(Psr(Q)).

Se G for 2-conexo, dim(Psr(G)) = |E| — 1 (CHAOURAR, 2022), e segue que dim(Pocr(G,¥)) > |E| — 1.

Mas podemos sempre supor que G é 2-conexo, desde que |V| > 3:

Teorema 1. Podemos supor, sem perda de generalidade, que G é ndo-separavel.

Rascunho de demonstragdo. A arvore geradora de um grafo separavel pode ser obtida pela unido disjunta das
arvores geradoras de seus blocos.

Além disso, se existe um vértice separador x em G, entdo todo caminho entre vértices em blocos separados
por z passa por ele.

Podemos ajustar a fungéo « pelo seguinte procedimento: para cada link {s, ¢} separado por um vértice separa-
dor z, some ¥ (s,t) a (s, x) e ay(z,t) e entdo zere (s, t).

E direto ver que resolver o problema original é equivalente a resolver o problema para cada bloco do grafo e
tomar a uniao das solugoes, e portanto reduzimos o problema ao caso nao-separavel. O

Corolario 2. Se |V| > 3, pelo teorema(1, podemos supor que G é 2-conexo.

Demonstracdo. Vide (BONDY; MURTY, [2008, teorema 5.1). O

ALGORITMO:

A ideia do algoritmo é primeiro encontrar restricées de eliminagao de subciclo (SEC) violadas e, quando nenhuma
existir, utilizando o fato de que toda solugéo inteira necessariamente induz uma arvore, analisar somente seus
cortes fundamentais para obter restri¢des violadas na familia 5

Isso é suficiente, pelo teorema a seguir:

Teorema 2. Se existe uma restricdo de corte violada e o subgrafo induzido pela solucao inteira é uma arvore T,
entao existe uma aresta e € T tal que o corte fundamental obtido a partir de T' — e tem sua restricdo violada.

Demonstracédo. Seja X C V, X # () tal que y(9(X)) < ¥(9r(X)).

Suponha, por contradigao, que para todo e € 9(X) ou y. = 0 oU y. > Z{w.}: ey, Y(i,7), onde P;; & o caminho
entreiejemT.

Defina A = {e € 9(X) [ ye = 324, jy. cep,, ¥(i,4)}. Note que A = 9(X) \ {e € E | y. = 0}, e portanto existe pelo
menos uma aresta em A no caminho entre cada par de vértices separados pelo corte (pois a solugao é conexa e
ye > 0 para toda aresta na solucdo). Segue que

o> U)) 2 v(0r(X)

e€A {i,j}: e€P;;

Mas entao

(OR(X)) > y@X) =y(A) = > > ¥(i]) = Y(0r(X))

e€A {i,j}: e€P;j
O que é absurdo. Logo, existe e € 9(X) tal que 0 < y, < Z{i’j}: ceP, U(i, 7).
E direto ver que, entdo, e € T e o corte fundamental obtido a partir de 7' — e tem sua restrigdo violada. O

Uma limitacdo dessa abordagem é que sua aplicacdo se limita a solugdes inteiras, e portanto ndao permite
calcular efetivamente a relaxagéo linear da formulagdo em tempo polinomial.



Algoritmo 1: Separacao SEC/restricdes de corte
Entrada: Varidveis z. € {0,1} e y. € Ryo Ve € E
S« {e€E|x.=1};
se G|[S|] é conexo entao

T «+ G[S];

para cada ¢ € T faca

X, X < componentes conexas de T — ¢;

se y. < ¥ (0r(X)) entdo
| Adicione a restrigao y(9(X)) > ¢¥(9r(X)) a formulagao

fim

fim
senao

para cada componente conexa C de G|S] faca
Adicione a restricao z(E[C]) < |C| — 1 a formulagao

fim

fim

RESULTADOS EXPERIMENTAIS E DISCUSSAO:

Para os experimentos, geramos instancias aleatérias do problema, com ordens de 10, 15 e 20 nés e densidades
de arestas de 10%, 30% e 50%. Os detalhes das instancias geradas estdo exibidos na tabela[f]

] Instancia | # Vértices | # Arestas | # Links |
dense-10 10 45 45
dense-15 15 105 105
dense-20 20 190 190

sparse-10-0_1-0_1 10 13 13
sparse-10-0_3-0_3 10 22 19
sparse-10-0_5-0_5 10 32 29
sparse-15-0_1-0_1 15 23 25
sparse-15-0_3-0_3 15 38 40
sparse-15-0_5-0_5 15 60 62
sparse-20-0_-1-0_1 20 34 31
sparse-20-0_3-0_3 20 65 67
sparse-20-0_5-0_5 20 119 102

Tabela 1: Parametros das instancias usadas nos experimentos.

As formulagoes foram implementadas como modelos de programagao linear inteira mista usando o otimizador
Gurobi (Gurobi Optimization, LLC, 2024) com a linguagem C++.

Para cada instancia e cada formulagao, executamos o programa com o algoritmo correspondente, isoladamente,
com um tempo limite de 300 segundos por instancia. Os resultados estdo apresentados na tabela[2]

Nosso algoritmo (cut) consegue provar otimalidade até 15 nds e densidade de 50% e uma instancia de 20 nés
com densidade de 10% (ou seja, por volta de 40 arestas), superando a outra formulagao da literatura com nimero
de variaveis comparavel (rooted, baseada em arvores enraizadas, de Luna-Mota). Mesmo quando nao encontra a
solucdo 6tima, o limitante encontrado pelo nosso algoritmo é significativamente melhor.

Ainda assim, a formulagao por caminhos orientados (path, de Contreras) obtém resultados significativamente
melhores, embora use um nimero muito maior de variaveis.



] Instancia | Formulagdo | Obj. | Lim. [ Gap | Tempo (s) |
path 652 652 - 0.01
sparse-10-0_1-0_1 rooted 652 652 - 0.09
cut 652 652 - 0.02
path 698 698 - 0.02
sparse-10-0_3-0_3 rooted 698 698 - 3.37
cut 698 698 - 0.10
path 847 847 - 0.03
sparse-10-0_5-0_5 rooted 847 847 - 93.94
cut 847 847 - 0.29
path 1869 1869 - 0.02
sparse-15-0_1-0_1 rooted 1869 1869 - 3.92
cut 1869 1869 - 0.16
path 1091 1091 - 0.04
sparse-15-0_3-0_3 rooted 1091 | 103.00 | 0.90 300.00
cut 1091 1091 - 0.41
path 1278 1278 - 0.10
sparse-15-0_5-0_5 rooted 1282 | 4486 | 0.96 300.01
cut 1278 1278 - 1.75
path 1884 1884 - 0.03
sparse-20-0_1-0_1 rooted 1884 1884 - 210.74
cut 1884 1884 - 1.69
path 2622 | 2622 - 0.24
sparse-20-0_3-0_3 rooted 2658 0 1.00 300.01
cut 2622 | 2397.03 | 0.09 | 300.02
path 2092 | 2092 - 1.81
sparse-20-0_5-0_5 rooted 2092 0 1.00 300.01
cut 2273 | 1507.01 | 0.33 | 300.01

Tabela 2: Resultados dos experimentos computacionais para as implementagdes das formulagdes.

CONCLUSOES:

Embora nao tenham obtido resultados melhores que o atual estado da arte, a formulagao e algoritmo apresentados
parecem ser uma alternativa mais plausivel para a redugao do nimero de variaveis do que as outras formulacdes
existentes, e esperamos que possam servir como base para novos estudos.

Em particular, o principal problema que observamos na formulagéo foi a fraqueza de sua relaxagao linear, que
dificulta a etapa de pruning do branch-and-bound. Sendo assim, uma linha de pesquisa interessante é a de buscar
fortalecer a formulagdo com mais desigualdades validas para o poliedro Pocr.
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