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Introducao

A teoria de conjuntos tem papel fundamental
em diversos campos da matematica, e por si s6
ja constitui uma area com objetos interessantes
de serem estudados. Georg Cantor, no século
19, progrediu significativamente no desenvolvi-
mento da area e da matemaética ao estudar o
infinito. Esse trabalho é um estudo sobre o
infinito matematico, tratando sobre tamanhos,
relagoes, interpretagoes e operagoes envolvendo
conjuntos infinitos.

Enumerabilidade

Definicao 0.1. Dois conjuntos A e B sao do
mesmo tamanho se existir uma bijecao entre
eles. Nesse caso, diz-se que A e B tém a mesma
cardinalidade e se escreve #A = #B.

Exemplo 0.2. Os nimeros naturais e 0s pa-
res tém a mesma cardinalidade, pois a funcao
que associa a cada nuimero natural o seu dobro
€ uma bijecao entre os dois conjuntos.

Teorema 0.3. N,Z e Q sdo conjuntos enume-
rgveis.

Em 1891, Cantor provou o seguinte teorema
utilizando uma técnica hoje conhecida como
Argumento da Diagonal de Cantor. E uma
construgao utilizada em diversas areas para a
obtencao de um objeto diferente de objetos ja
listados.

Teorema 0.4. O conjunto das sequéncias de
0’s e 1’s ({0,1}") € nao-enumerdvel.

Demonstracao. Cantor demonstra esse fato da
seguinte forma: suponha que esse conjunto seja
enumeravel, isto é, que possa ser arranjado
em uma lista. Construindo uma sequéncia de
forma que o n-ésimo digito seja diferente do n-
ésimo digito da n-ésima sequéncia da lista, ob-
temos uma sequéncia de zeros e uns que nao
estd na lista dada. Absurdo.

O

s;=11111111111---
55=00000000000---
s53=10110110111---
s4=11001100110---
55=11010111001---




Figura 1: Argumento da Diagonal de Cantor;
autoria propria.

Essa, porém, nao é a demonstragao original
de Cantor. Em 1874, Cantor enuncia e prova
a seguinte proposicao, que diz sobre a nao-
enumerabilidade nos ntimeros reais.

Teorema 0.5 (Cantor, 1874). Dada qualquer
definicao de sequéncia infinita de nimeros reais
distintos entre si,

(1)

entdo em qualquer intervalo (o, () existe um
nidmero n que nao estd na sequéncia (1).

W1, W, ...Wy, ...

Conseguimos construir bije¢oes dos nime-
ros reais com alguns outros conjuntos, e com o
resultado acima obter que também sao conjun-
tos nao-enumeraveis.

Teorema 0.6. O conjunto dos niumeros reais,
o conjunto das partes de N e o conjunto das
funcédes inteiro-positivas sao nao-enumerdveis.

O seguinte teorema é interessante no sentido de
que apresenta uma forma de sempre construir
um conjunto maior do que um conjunto dado.

Teorema 0.7 (Cantor-Bernstein). Para todo e
qualquer conjunto X, #P(X) > #X.

Axioma da Escolha

O axioma da escolha é uma proposi¢ao mate-
maética independente dos Axiomas de Zermelo-
Fraenkel (ZF), sendo extremamente 1til para o
desenvolvimento da Teoria dos Conjuntos.

Axioma 0.8 (Axioma da Escolha). Seja X
uma colecao qualquer de conjuntos nao vazios.
Entao existe uma fungao f definida em X tal
que f(z) € x, Vo € X. f € chamada funcgao
escolha.

As seguintes sentengas sao equivalentes ao
Axioma da Escolha, e também sao utilizadas
em outras areas da matemaética.

Axioma 0.9 (Lema de Zorn). Seja X um con-
junto parcialmente ordenado em que toda ca-
deia (subconjunto totalmente ordenado) em X
tenha uma cota superior. Entao existe x € X
maximal.

Defini¢ao 0.10 (Boa-ordem). Uma relagao de
ordem total num conjunto A (<a, A) € dita boa-
ordem se todo subconjunto de A possui um me-
nor elemento com rela¢do & ordem.

Exemplo 0.11. N é bem-ordenado pela relagcao
usual de ordem, enquanto Z,Q e R nao sao.

Axioma 0.12 (Principio da Boa-Ordenacao).
Seja X um conjunto nao-vazio. FEntao existe
uma relacdo que bem-ordena X.

Ordinais

Os ordinais em esséncia sao conjuntos que re-
presentam todos os tipos de boa-ordem.

Definigao 0.13. Um conjunto X € dito transi-
tivo se, e somente se, todo elemento de X é um
subconjunto de X.

Exemplo 0.14. {g} , @ e {2,{o}}
sao conjuntos transitivos enquanto {{@}} e
{2,{{@}}} nao sdo conjuntos transitivos.

Defini¢cao 0.15. Um ordinal é um conjunto
transitivo bem-ordenado pela relagdo de perten-
cimento.

Utilizando de ZF, von Neumann teve a ideia de
definir naumeros ordinais inicialmente através da
operagao de sucessor. O sucessor de um ordinal
« fica definido como sendo (a+ 1) := a U {a}.
Partindo do conjunto vazio, obtemos ordinais
finitos

0:=g;

1=0U{0}={o};

2:=10{1} = {0,1} = {2, {2}};

Depois disso, Neumann retine todos os ordinais
finitos num s6 conjunto (também ordinal), cha-
mado de w ou N. Aplicando a operagao de su-
cessor em w obtemos ordinais transfinitos
(w+1)=wU{w}={0,1,2,...,w};

(w+2) = (w+1)U{w+1} ={0,1, ...,w,w+1};

Podemos continuar utilizando a ideia de reunir
os ordinais e obtendo ordinais como w-2, w?, w®.
Todos os ordinais obtidos dessa forma, entre-
tanto, continuam sendo enumeraveis. Existe
um ordinal nao-enumeravel?



Teorema 0.16. O conjunto dos ordinais enu-
merdveis, representado por wi, € um conjunto
nao-enumerdvel.

Demonstragao. Perceba que wi é transitivo e
bem ordenado pelo pertencimento, portanto, é
um ordinal. Note que, por defini¢ao, w; é um
ordinal maior do que todos os ordinais enume-
raveis.

Agora, suponha que w; seja um ordinal enu-
meréavel. Temos, assim, um ordinal enumeravel
maior do que todos ordinais enumeraveis, o que
é¢ um absurdo, pois o sucessor de um ordinal
enumeravel a qualquer é um ordinal enumeré-
vel maior do que a. O

Uma ferramenta importante que trata so-
bre os nimeros naturais é a indug¢ao. Analo-
gamente, existe uma indugao transfinita, que
trata sobre os ordinais.

Teorema 0.17 (Indugdo transfinita). Seja C
uma classe de ordinais. Se
(i) 0 € C;
(i) a e C = a+1eC,VaeC;
(iii) Vy < B,ye C = peC.
entao C € a classe de todos ordinais =: Ord.

Com esse teorema, conseguimos provar a re-
cursao transfinita, isso é, que a seguinte defini-
¢ao é valida para definir uma funcdo com do-
minio na classe dos ordinais.

Teorema 0.18 (Recursdo transfinita). Seja A
uma classe e f : P(A) x Ord — Img(f) C A
uma fungao. Entao, existe uma unica funcao
g com dominio em Ord satisfazendo a sequinte
propriedade:

para  qualquer «

f((glal], a)).

Podemos, assim, definir operagoes entre or-
dinais recursivamente.

ordinal, g(a) =

Definicao 0.19 (Adigao). Para qualquer ordi-
nal a,

i) a4,0:=a

i) a4, (B+1) = (a+8)+1, para qualquer
ordinal 3;

iii) a+, 8 = U{a+,7|y < B}, para qualquer
ordinal limite [3.

Definicao 0.20 (Multiplicagao). Para qual-
quer ordinal o,

i) ax0:=0

i) @ (B+1) = (a-B)+ «, para qualquer
ordinal B;

i) a -, 8= U{a vy < B}, para qualquer
ordinal limite 3.

Defini¢ao 0.21 (Exponenciacao). Para qual-
quer ordinal o,

i) a¥ =1
i1) aPtD) = oP . o, para qualquer ordinal B;

iii) o = U{a"|y < B}, para qualquer ordi-
nal limite 3.

A soma e o produto de ordinais néo é co-
mutativo. Por exemplo, ]l +w =w #w-+1e
2 - w=wHw-2.

Podemos, também, definir a soma e o pro-
duto de ordinais de uma maneira geométrica. A
soma de ordinais « 4, 8 € o ordinal associado a
uniao disjunta entre « e 3, considerando todos
os elementos de o menores do que os de 8. O
produto « -, 8 é o ordinal associado ao produto
cartesiano § X a com a ordem lexicografica.

a+ B

Figura 2: Soma de ordinais; autoria propria.

Cardinais

Os numeros cardinais, que representam a me-
dida do "tamanho"de um conjunto, sdo defini-
dos utilizando dos ordinais da seguinte forma



Definicao 0.22. Um cardinal € um ordinal k
tal que nao exista bijecao entre k e um ordinal
menor do que k. O cardinal de um conjunto
A € o tunico cardinal tal que existe uma bijecao
com A e é denotado por |A|.

Definicao 0.23. A classe de todos os cardi-
nais é representada por Card e a de todos os
cardinais infinitos representada por Card(oo).

Teorema 0.24. Ord e Card sdo classes pro-
prias, 1Sso €, nao sao conjuntos.

Para falar do cardinal de qualquer conjunto
dado, o Axioma da Escolha é importante, pois
primeiro precisamos bem-ordenar o conjunto
(utilizando o Principio da Boa-Ordenagao) para
obter o ordinal e posteriormente o cardinal as-
sociado ao ordinal.

Definimos as operagoes de soma e produto
entre cardinais através das operagoes entre or-
dinais e a operagao de tomar o cardinal de um
conjunto dado.

Definicao 0.25 (Soma). Sejam x e p cardi-
nais, k+ pi=| K+, 1 |.

Definicao 0.26 (Produto). Sejam k e u car-
dinais, k- p=| Ko 1t |.

Teorema 0.27. FEziste um funcional H
Ord — Card(co) estritamente crescente.

Podemos construir H utilizando a recur-
sao transfinita. Tome o funcional f
P(Card(co)) — Card(co) tal que f(X) é o me-
nor cardinal infinito x tal que p < k para todo
neX.

Por definigdo de H, temos que H(0) =
| N |= Ng. Utilizando essa definigdo de H e
notagao para um « cardinal qualquer (H(«) =
N, ), obtemos o que é conhecido como Série de
Alephs, cardinais indexados por ordinais.

Conclusao

O estudo desses topicos em teoria dos conjuntos
além de desenvolver o pensamento da abstragao
matematica possibilita o contato com ferramen-
tas e ideias poderosas na resolugao de proble-
mas em diversas areas.
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