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INTRODUCAO

Na década de 1980, os pesquisadores Weiren Chou e Robert B. Griffiths estudavam os estados
fundamentais de modelos unidimensionais de particulas sujeitas a um potencial periddico, re-
lacionados ao chamado modelo de Frenkel-Kontorova. Em seu artigo [I], eles descrevem tais
estados a partir do chamado “potencial efetivo”, que surge como a solugao de um problema
espectral nao linear. Posteriormente, Griffiths, juntamente com Luis M. Floria, descrevem um
procedimento numérico para a solugdo do problema [2]. Esse método, que ficaria conhecido
como Algoritmo de Floria-Griffiths, possui um potencial tedrico e pratico muito mais am-
plo que o contexto original da fisica do estado sélido, se mostrando muito eficiente no problema
de otimizacao de médias em grafos, com aplicacoes tedricas e praticas que vao desde a
logistica de transporte em redes a teoria de otimizacao ergddica

O presente trabalho de pesquisa teve por objetivos a introducao da teoria de otimizacao de
médias em grafos e do algoritmo de Florfa-Griffiths. Além disso, foi feita sua implementagao
computacional e analise empirica de sua complexidade temporal.

Ademais, o autor foi, entre os meses de agosto de 2024 e maio de 2025, bolsista do Programa
de Iniciagao Cientifica e Mestrado (PICME), financiado pelo CNPq.
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FUNDAMENTACAO TEORICA

Para definir o problema de otimizacao de médias em grafos, consideramos um grafo ori-
entado fortemente conexo G = (V, A) com uma fungao de custo sobre suas arestas ¢ : A — R.
Assim, o custo médio associado a um caminho no grafo é a média aritmética dos custos das
arestas do caminho. Definimos entao a constante ciclica minimal como o menor dos custos
médios dos ciclos do grafo, isto é,

m(c) = min 1 > cliyg). (1)

(3,7)EP

Desse modo, o problema consiste na determinacao tanto da constante ciclica minimal como
dos ciclos minimizantes do grafo, isto é, os ciclos que minimizam o custo médio. Chamamos
de subgrafo critico o subgrafo formado exatamente pelos ciclos minimizantes. Além disso,
a determinagdo de m(c) pode ser feita classicamente a partir do Algoritmo de Karp [5], que
opera em complexidade temporal O(|V] - |A]).

Esse problema pode ser traduzido para a chamada algebra min-plus (R U {+o0}, &, ®),
também conhecida como algebra tropical, onde as operagoes de soma e produto sao

a @ b= min(a,b) e a®b=a+b. (2)

Assim, munidos dessas duas operacoes, podemos definir algo analogo a algebra linear usual
para o caso de matrizes e vetores min-plus. Aplicada ao contexto de otimizacao de médias em
grafos, associamos a cada grafo G com fung¢ao de custo ¢ uma matriz dada por

o e g), se(i,j) e A
Selir§) = {+oo, se (i,j) ¢ A’ ®)

que chamaremos de matriz de custos. Agora, a condicao de conexidade de G é equivalente
a irredutibilidade da matriz S,, isto é, a existéncia, para cada (i,7) € A, de k(i,j) € Z+ tal
que SH*I )(i, j) # +oo. A solugdo para este problema é elegantemente articulada através da
seguinte versao do Teorema de Perron-Frobenius para a algebra min-plus:

Teorema (Perron-Frobenius versao min-plus): Toda matriz min-plus irredutivel A €
(RU{+00})™*" possui um tnico autovalor, e existe autovetor com todas as entradas reais, isto
é, finitas. Além disso, definindo um grafo dado pela matriz de custos S, := AT, temos que o
autovalor de A é exatamente m(c).

Tais autovetores reais u € R™ sao autovetores a esquerda de S, e, portanto, satisfazem

u' @S, =m(c)@u’ < (Hll)IEIA{u(Z) +c(i, )} =m(c) +u(j), VjeV. (4)
i:(,7
Chamaremos tais vetores de corretores calibrados do grafo. A partir deles, podemos fazer
uma normalizacao do custo do grafo definindo ¢ : A — R dado por

c(i,J) = c(i,J) +u(t) — u(j) —m(c), V(i j) € A. ()

Definimos entdao um subgrafo de G composto pelas arestas (i,7) tais que ¢&(i,7) = 0. Esse
subgrafo tem a importante propriedade que diz que suas componentes fortemente conexas
formam exatamente o subgrafo critico. Assim, algoritmos classicos como Tarjan [7] sdo capazes
de retornar o subgrafo critico em complexidade temporal O(|V| + |A]).

Dessa maneira, o problema de otimizacao de médias em grafos se reduz a determinagao do
par autovalor-autovetor (m(c),u) da matriz S,.
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O ALGORITMO DE FLORIA-GRIFFITHS

O algoritmo consiste num método iterativo para calcular o par (m(c),u). Para isso, definimos
o chamado operador de Lax-Oleinik, 7T, que é a forma funcional da multiplicacao a esquerda
da matriz S.:

Tof(3) = min {f(i) +c(i, )} (6)

:(i,5)€A

Vemos entao que todo corretor calibrado v ¢ um ponto fixo de T, ), isto &,
Teom@u =u <= Tou=u+m(c). (7)

A partir do resultado obtido por Nussbaum em [6], sabemos que o operador converge para um
ponto fixo em um numero finito de iteracoes. O que o algoritmo faz, portanto, é estimar a
cada passo m(c) e u simultaneamente, a partir da aplicagdo do operador de Lax-Oleinik. No
entanto, a demonstracao de sua convergencia se baseia no Teorema do Ponto Fixo de Ishikawa,
que, por sua vez, esconde qualquer nogao de velocidade de convergéncia das iteragoes. Desse
modo, apenas métodos empiricos podem estimar a complexidade temporal do algoritmo até
entao.

Pseudocaodigo

Algoritmo de Floria-Griffiths

Entradas: Dados G = (V,A)ec: A = R,

ug : V' — R estimativa para um corretor calibrado arbitraria;
mo > m(c) cota superior para m(c);

o0:V—=V,o0(j) €e{ieV:(ij) € A}

Para r=1,2,..., enquanto V, # @, faga
Etapa 1: Cdlculo de vértices ativos:
V. = {j eV T _u—1(j) < le@)}-
Etapa 2: Atualizacao de u:
ur(g) = min{u,—1(j), Teem,_ur—1(3)}, VjeW
Etapa 3: Atualizagdo de o:

Ur(j) € arg min [Ur—l(i) + C(Za]) - mr—lL \V/j € V;"a
i:(i,j)EA

e defina 0,(j) := 0,_1(j) para j ¢ V..

Etapa 4: Atualizagcdo da cota superior para m(c):
Para cada j € V,, siga o até formar um ciclo P’ := j — 0,(j) = -+ — 05(j) = j e defina

JEV

m, := min {mr_l, min c(PT])} )

Saida: O algoritmo para quando V, = &; entao m, = m(c) e u, é corretor calibrado.
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METODOLOGIA

Para avaliar o desempenho do algoritmo em comparacao com Karp, foi conduzida uma analise
para estimar sua complexidade temporal média seguindo os seguintes passos:

e Definigao dos Parametros: Foram definidos o nimero de vértices n (variando de 50 a
800) e a densidade de arestas d (variando de 0.1 a 0.9).

e Geragao de Grafos Aleatdrios: Para cada par (n,d), foram gerados grafos onde cada
aresta (7, j) tem probabilidade d de existir. Os custos foram amostrados de uma distri-
bui¢ao uniforme no intervalo [1,20] e a conexidade de cada grafo foi verificada.

e Amostragem: Para garantir robustez estatistica, o tempo de execucao foi calculado
como a média aritmética sobre 30 matrizes aleatérias para cada par (n,d).

e Regressao linear: A partir da disposicao dos dados em escala log-log, obtemos o coefi-
ciente angular da regressdo linear como uma estimativa para k, onde O(n*) representa a
complexidade temporal do algoritmo.

A implementacao dos algoritmos e a analise de dados foram realizadas na linguagem de
programagao Python.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Os resultados obtidos foram dispostos no seguinte grafico em escala log-log de tempo de
execucao médio por nimero de vértices:

Tempo de execucao médio dos algoritmos
@ Floria-Griffiths

B Karp
— = 0.1
100 === d = 0.3
— d = 0.5 Q
d=0.7 -

d=0.9

107

102 >
Q---
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NUmero de vértices (n)

Tempo de execucdao médio (segundos)

Figura 1: Gréafico em escala log-log de tempo de execucao de cada algoritmo para cada par
(n,d). As linhas representam ajustes lineares.

Baseado nele, observamos que a influéncia da densidade d do grafo é baixa, de modo que
o tempo de execucao depende aproximadamente apenas do nimero de vértices. Além disso,
o tempo de execucao para cada algoritmo escalou de forma polinomial sobre os dados, isto
é, linear em escala log-log, o que justifica a utilizacao da regressao linear. Explicitamente,
observamos uma complexidade empirica de O(n*), onde k = 1.58 & 0.05 para Florfa-Griffiths e
k = 2.05 £ 0.05 para Karp. Ainda, para grafos grandes (n = 800), Floria-Griffiths apresentou
uma melhora de 7 a 10 vezes no tempo de execucao quando comparada a Karp.

XXXIII Congresso de Iniciacao Cientifica da UNICAMP — 2025 4



CONCLUSOES

Concluimos que a abordagem de Floria-Griffiths apresenta uma vantagem significativa no caso
médio quando comparada a abordagem classica, demonstrando complexidade temporal me-
lhor que O(n?). Entretanto, os resultados foram obtidos em grafos totalmente aleatérios, sem
qualquer padrao estrutural. Assim, investigar o desempenho do algoritmo em topologias
desfavoraveis é um direcionamento de interesse para estudos futuros.
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