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1 Introducao

Os materiais compdsitos sdo, cada vez mais, essenciais para os diversos setores industriais: naval,
aeronautico, automobilistico e construcao civil. Tal importancia é devido, dentre outros fatores, a rigidez
especifica alta em relagao aos metais, que sempre dominaram as principais aplicacées de engenharia.

A estrutura dos compdésitos consiste em fibras de um material resistente que estao colocadas em uma
matriz. Além disso, é possivel fabricar uma peca com diversas camadas que podem ter diferentes fibras
com diferentes orientagoes. Essa versatilidade dos materiais compédsitos é de grande interesse, ja que
é possivel manipular as propriedades da estrutura a ser projetada, o que nao ocorre com os metais,
pois sao isotropicos. Em contrapartida, a anisotropia decorrente das orientagoes das fibras requer o
desenvolvimento de teorias robustas para que o comportamento do material seja bem representado.

O projeto de Iniciacao Cientica tem como objetivo introduzir o estudo do método dos elementos
finitos e dos métodos de energia, em especial o principio do trabalho virtual (PTV). Foram tratados os
modelos de barra, viga de Euler-Bernoulli, pértico e a viga de Timoshenko. O estudo foi baseado nos
livros [1] e [2].

A viga de Timoshenko incorpora o cisalhamento da secao transversal, o que a viga de Euler-Bernoulli
nao faz. Tal diferenga na modelagem entre as duas vigas é particularmente til para as vigas compositas,
pois como ha camadas de materiais diferentes em contato, a influéncia da deformacao de cisalhamento é
mais pronunciada.

O bom entendimento dos modelos bésicos das estruturas de engenharia, como a barra e a viga,
permite a posterior aplicagao no desenvolvimento de materiais para as industrias responséaveis pelo avanco
tecnoldgico da sociedade como um todo.

2 Metodologia
2.1 Viga de Timoshenko

O Principio do Trabalho Virtual estabelece que se um corpo estda em equilibrio durante uma distorgao
virtual, o trabalho virtual externo §W é igual ao trabalho virtual interno §U. A reciproca é verdadeira:
se U = 6W, a estrutura estd em equilibrio.

O PTV é aplicado para determinar a equacdo que governa o equilibrio da estrutura. Para a viga de
Timoshenko, o PTV é escrito em termos de integrais no eixo da viga:
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O trabalho virtual interno realizado pelo momento fletor M e a forca de cisalhamento Q esta no lado
esquerdo da equacao. O lado direito representa o trabalho virtual externo feito por uma carga distribuida
=, momento distribuido m, for¢a pontual P; e momento concentrado M7.

A equacéo envolve apenas a primeira derivada da deflexdo (w) e da rotagao (), portanto é possivel
utilizar uma interpolagao linear.



O método dos elementos finitos tem como caracteristica basica dividir o dominio do problema em
pequenos subdominios, dentro dos quais sao utilizadas aproximagoes das grandezas fisicas como a deflexao
w e rotagao 6 com base nos deslocamentos de pontos conhecidos como nés.

Para os exemplos a seguir, o tipo de elemento utilizado foi o linear, ou seja: hd dois nés (1 e 2) e
o deslocamento no interior desse elemento é aproximado por uma reta. Resumidamente, a formulagao
de um problema com o MEF necessita escrever as varidveis da equacao [1| em funcao da interpolagao
utilizada para os deslocamentos no elemento.

A equagao de equilibrio para o elemento segue a forma padrao:
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)+Kl(78), contribuicoes do cisalhamento

K(©) é a matriz de rigidez do elemento, onde tem-se K(¢) = ng
e da flexao, respectivamente.

al® ¢ o vetor de deslocamentos nodais do elemento. f(®) é o vetor de forcas nodais equivalentes
devido aos carregamentos distribuidos e q(® é o vetor de forcas nodais de equilibrio.

Com as equagoes de equilibrio para cada elemento individual, é realizado o processo de montagem,

que consiste em impor o equilibrio de cada né. O sistema global de equilibrio é da forma:

Ka=f (3)

A matriz K é a matriz global de rigidez. Ela é uma matriz quadrada cuja ordem é o numero de
graus de liberdade do problema. f é o vetor de forcas externas, agrupando a contribuigao das cargas
distribuidas e dos esforgos concentrados. a é o vetor de deslocamentos a ser resolvido através do sistema
linear da equagao [3

Em posse dos valores dos deslocamentos nodais, é realizada a etapa de pds-processamento. Ela
consiste em retornar a cada elemento individual e realizar o calculo dos esforcos internos como momento
fletor, forca cortante, tensao normal e de cisalhamento.

E importante lembrar que o MEF atinge, na maioria dos casos, solugoes aproximadas para o problema
a ser resolvido. Além disso, como os esforcos internos envolvem derivadas dos deslocamentos, o erro entre
a solucao do MEF e os valores reais é maior.

Um aspecto importante do elemento de 2 nés da viga de Timoshenko é o chamado travamento do
cisalhamento. As matrizes de rigidez K,()e) e K\” sio avaliadas numericamente usando uma quadratura
de Gauss 1D.

A integracdo exata de Kée) utiliza um ponto de Gauss, sem problemas. Porém, ng) necessita de
dois pontos de Gauss. Essa integragao exata da matriz de rigidez do cisalhamento, para vigas finas, cujo
comprimento é bem maior que a altura, aumenta a rigidez do elemento e os valores de deslocamentos
nodais se tornam menores do que esperado.

A principio, isso desqualificaria o elemento de 2 nés da viga de Timoshenko, mas é possivel integrar
ng) com um ponto de Gauss, o que aumenta a flexibilidade da malha e gera valores mais coerentes.

A sub-integracgao gera um erro na aproximacao do deslocamento, no entanto conforme o nimero de
elementos da malha aumenta, o erro diminui. Portanto, o elemento de 2 nés da viga de Timoshenko com

integracao reduzida de ng) fornece bons resultados para vigas finas e grossas.

2.2 Compositos

Os materiais compo6sitos sao constituidos de fibras, normalmente alinhadas em uma unica dire¢ao, em-
butidas em uma matriz. As fibras sdo dispostas em camadas, que podem ter orientagoes e materiais
diferentes.

Em cada camada, as propriedades sao aproximadas a partir da regra da mistura:
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Os parametros constitutivos da secao sao calculados a partir das propriedades em cada camada k,
através da integragao numérica:
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Os termos representam, respectivamente, a rigidez axial, a rigidez de cisalhamento, a rigidez de flexao
e a rigidez do acoplamento axial-flexional. Essa tltima é diferente de zero nos casos em que as camadas
nao sao simétricas em relagao ao eixo x. No projeto, a viga considerada é simétrica.

A formulagdo de elementos finitos utilizada para o estudo das vigas compdésitas foi o elemento de 2
nés da viga de Timoshenko, ja que a viga de Timoshenko é mais adequada para materiais compdsitos
em relagao a viga de Euler-Bernoulli.

3 Resultados e Discussao

3.1 Secao homogénea

Foi feito um programa computacional para validagdo do modelo de viga de Timoshenko para a segao
transversal homogénea. Foi utilizado um exemplo com solugao analitica para comparagao com a solugao
numérica gerada pelo cédigo.
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Figure 1: Viga com carga uniforme
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Table 1: Valores numéricos utilizados (SI)

A figura [2| mostra a diferenca entre as solugdes numeéricas, com integragoes exata e reduzida, e a
solugao analitica para uma viga fina:

Deflexao da viga

09 T T T T T T
| | ™ - n [ | -
" " s g g ggnn”
Solugéo Analitica
E'D-“”" ® MEF - Int. Reduzida 7
; 8 MEF - Int. Exata (Travamento)
g
Hul
=
4]
L~
4]
o 01r §
0151 . . . . g

-

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Posicédo ao longo da viga, x (m)

Figure 2: Comparagao de deflexoes para viga homogénea fina

E possivel observar o efeito do travamento do cisalhamento, pois a solugao utilizando a integracao
exata possui deflexdo consideravelmente menor. Enquanto isso, a integracdo reduzida da matriz de
rigidez do cisalhamento proporcionou resultados proximos a real.



Foram utilizados 20 elementos de comprimento igual, e com isso, o erro introduzido pela integracao
reduzida foi amortecido, sendo obtido um erro de 0,4% na posicao de 0.5 metros, onde a deflexao é
maxima.

Ao mudar a altura da viga para ela se tornar grossa, o travamento diminui como é visto na figura 3}
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Figure 3: Comparagao de deflexoes para viga homogénea grossa

Além do exemplo com carga constante, foram testadas as cargas triangulares e senoidais. Ambas
obtiveram resultados semelhantes, com a integragao reduzida sendo vélida para o elemento de 2 nés da
viga de Timoshenko para secdo homogénea. Portanto, esse é o tipo de elemento que deve ser utilizado
para a viga de 2 nés de Timoshenko.

3.2 Secao laminada

O exemplo utilizado é uma viga pino-pino, com uma for¢a pontual F; = 1000 N no centro. A carac-
terizagao da segao transversal é importante nesse problema. O laminado é composto por um tecido de
carbono-grafite, cujas propriedades estdo na tabela[2] Ele possui 8 camadas, do mesmo material, com
orientagoes dadas, em relagdo ao eixo x, por [0, 45, -45, 90, 90, -45, 45, 0], ou seja: hd simetria. A viga
possui comprimento de 15 m e largura de 1 m. A altura varia com o caso analisado, tornando a viga fina
ou grossa.
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Figure 4: Comparagao de deflexoes para viga compdsita fina



E..(GPa) | E,y(GPa) | E..(GPa) | Gy(GPa) | G,.(GPa) | Gy.(GPa) | vgy Vyz
173.058 33.094 5.171 9.377 8.274 3.240 0.036 | 0.0069

Table 2: Propriedades do tecido carbono-grafite
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Figure 5: Comparagao de deflexoes para viga composita grossa

A figura [ mostra a deflexdo da viga compdsita fina para o exemplo. A influéncia do travamento do
cisalhamento é clara. Foram feitos testes em que ao aumentar o namero de elementos, de fato a solucao
da integragao exata tem seu erro diminuido, embora ainda esteja presente.

A figura[f]indica o comportamento do problema quando a viga é grossa, mantidos os outros parametros
iguais. O travamento do cisalhamento foi diminuido, embora ainda esteja presente.

4 Conclusoes

O projeto de Iniciacao Cientifica proporcionou a oportunidade de entender melhor os modelos de ele-
mentos finitos em relagao ao que é visto na graduagao de Engenharia Mecénica.

Foi possivel mostrar a influéncia do travamento do cisalhamento relacionado com o tipo da viga sendo
solicitada (fina ou grossa). Além disso, pode-se entender como a modelagem da viga laminada é mais
complexa em relacao a viga homogénea e como sua diferenca fisica se revela na modelagem matematica

Os resultados obtidos sao condizentes com a teoria, portanto o desempenho pode ser considerado
satisfatorio. Para o Relatério Final da PIBIC, resta rodar mais simulagoes, especialmente para as vigas
compdsitas, variando as condigoes de contorno, carregamento e aspecto da viga.
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