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1 Introdução

O projeto expande o conhecimento sobre processos estocásticos adquirido na graduação,
abordando o tema de cadeias estocásticas com memória de alcance variável (CEMAV, ou
VLMC ).

Inicialmente limitado ao estudo teórico e potencial aplicação de teorias já exploradas,
o projeto teve seu escopo expandido quando foi identificada a possibilidade de desenvolver
um algoritmo complementar à nova pesquisa do professor orientador[1].

Uma análise de dados foi prevista, dependente da disponibilidade de dados adequados.
Infelizmente, não foi possível encontrar tal conjunto durante o projeto.

Cadeias estocásticas com memória de alcance variável foram introduzidas por Jorma
Rissanen em 1983[2], como método de compressão de dados binários. Sua memória variável
permite capturar alguns padrões complexos (de alta ordem) sem aumentar a ordem da
cadeia inteira, tornando-se muito mais eficiente que uma cadeia de ordem fixa, em situações
nas quais, para algumas sequências, o passado relevante é muito maior que na maioria das
outras.

CEMAVs possuem aplicações em diversas áreas como, por exemplo, na linguística[3],
microbiologia[4], e análise de comportamento na internet[5].

Uma redução de ordem para cadeias com transições proibidas foi desenvolvida em
2025[1], tendo o esqueleto[6] como um caso particular. O esqueleto limita-se a olhar para
o passado de comprimento mínimo para que possa se determinar quais transições tem
probabilidade nula, e no entanto compartilha propriedades com a cadeia original, como a
irredutibilidade e periodicidade.

2 Métodos, Materiais e Cronograma

Todos os códigos foram desenvolvidos na linguagem R[7]. Os códigos para a estimação
do esqueleto foram em parte inspirados pelo pacote VLMC [8]. Otimizações foram feitas
ao longo do projeto com base nas práticas do livro Advanced R[9].

O projeto esteve em desenvolvimento de setembro de 2024 a julho de 2025, o fim
adiantado é devido à conclusão de curso do aluno orientado.

Não houve impacto no desempenho acadêmico ou profissional do aluno orientado.
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3 Resultados

Provas teóricas sobre continuidade, log-continuidade, não-nulidade fraca e forte, e re-
novação de CEMAVs foram replicadas a partir de exercícios de [10] e [11].

Uma propriedade de esqueletos foi encontrada, que acelera a análise da irredutibilidade
da cadeia em alguns casos.

Duas Cadeias foram simuladas (esqueletos em vermelho):
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Figura 1: Árvore da cadeia 1
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Figura 2: Matriz de transição do esque-
leto da Cadeia 1 (transições permitidas
em escuro)

Figura 3: Esqueleto da cadeia 2

A árvore completa da cadeia 2 e as matrizes de transição não podem ser visualizadas
apropriadamente por falta de espaço. A primeira cadeia é CEMAV, de ordem 10 com um
esqueleto de ordem 3. A segunda é de ordem fixa 5, com um esqueleto de ordem 3. A
segunda cadeia foi simulada para explorar alfabetos com mais de 2 símbolos. As reduções
de tamanho das matrizes de transição cadeia → esqueleto foram de 1024× 1024 → 8× 8

(cadeia 1) e 1024× 1024 → 64× 64 (cadeia 2).
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Dois algoritmos foram desenvolvidos para obter o esqueleto de uma cadeia estocás-
tica: O primeiro é analítico, partindo de uma árvore já conhecida. O segundo, empírico,
estimando o esqueleto a partir de dados. Uma descrição abreviada dos algoritmos é:

• Algoritmo Analitico:

1. Transforme o vetor de probabilidades p = (p1, · · · , pa) associado a cada contexto
em um vetor de transições permitidas v = (v1, · · · , va), vi = 1(0,1](pi).

2. Para cada nodo pai de folhas da árvore, corte todas suas folhas se seus vetores
v forem identicos.

• Algoritmo Empírico:

1. Escolha os valores dos critérios de sensibilidade, resultando em Nmin.

2. Para cada passado, começando pela raiz (∅), estime o vetor de probabilidades.

3. Se o passado tiver um número de ocorrências maior ou igual a Nmin e não tiver
nenhum pi = 1, crie seus filhos adicionando cada um dos símbolos do alfabeto
no começo e estime o vetor de probabilidades para eles. Repira até nenhum
passado atender os pré-requisitos.

4. Aplique o algortimo analítico na arvore obtida, levando apenas em conta os
passados com ocorrências suficientes quando aplicando cortes.

5. Passados sem o número mínimo de ocorrências recebem um vetor de transições
permitidas v = (1, 1, · · · , 1).

Ambos algoritmos foram implementados na linguagem R, em um pacote a ser publicado
posteriormente.

O algoritmo analítico será publicado em conjunto com os professores C. Gallesco (ori-
entador) e D. Takahashi[6].

4 Discussão

As árvores simuladas foram “verificadas” com o pacote VLMC [8]. Para cada, 100.000
símbolos foram simulados, de forma reprodutível e disponível no relatório final. A simu-
lação se tornou relativamente rápida com os códigos desenvolvidos, levando cerca de 2
segundos. Para economia de espaço e como as amostras obtidas já eram adequadas para o
objetivo do projeto, não julgou-se necessário aumentar o tamanho.

Uma análise da irredutibilidade de uma matriz Mk×k envolve até aproximadamente k3

produtos de vetor. O algoritmo analítico, no pior caso possível, para uma cadeia de ordem
k, envolve |A|k cortes, onde A é o alfabeto da cadeia, conjunto de símbolos que ela pode
assumir.

A redução de custo com o esqueleto pode então ser estimada, em produtos e compa-
rações de vetor, de |A|3k para |A|k|A|3d operações, para um esqueleto de ordem d. Em
casos d << k, se torna aproximadamente uma redução de ordem cúbica. Para a cadeia 1
simulada, esta redução é de 230 para 219, um custo 2048 vezes menor.
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O custo da estimação do algoritmo empírico ainda resta a ser estimado, mas como segue
uma lógica similar a estimações de cadeia já existentes, a redução total deve ser próxima
à já discutida.

O projeto foi uma ótima iniciação no mundo da pesquisa acadêmica, e permitiu avaliar
os tipos de pesquisa pelos quais me interesso.
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