¢ KX XIIl Congresso de @

.-. Iniciacdo Cientifica da )
e 3 .. Unicamp $
Explorando modelos matematicos que usam equagoes

diferenciais: aplicacoes em biologia e engenharia de
tratego

Raissa Kazue Otsuka Marques
Prof. Dr. Ricardo Miranda Martins
Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP)
IMECC — Instituto de Matematica, Estatistica e Computagao Cientifica

Palavras-chave: Sistemas dinamicos, Modelagem matematica, Orbita Periédica.

2025

1 Introducao

Este projeto estuda modelos matematicos baseados em equagoes diferenciais, com
énfase em dois casos especificos: o modelo de competicao de espécies de D’ Ancona-Volterra
(ou Lotka-Volterra) e um modelo voltado para o uso 6timo da luz amarela em seméforos,
com o objetivo principal de realizar uma andlise qualitativa e quantitativa dos modelos
propostos, identificando seus comportamentos dinamicos e propriedades fundamentais.
Para tanto, foram explorados resultados fundamentais da teoria global de sistemas nao
lineares.

2 Desenvolvimento

Para analisarmos qualitativamente os modelos matematicos, primeiro precisamos en-
tender algumas definigoes e teoremas a respeito de sitemas nao lineares e suas solugoes.
Considere duas fungoes de classe C™ (r > 2): f,g : U C R? — R, definidas em um
aberto U, com 0 = (0,0) € U e f(ﬁ) = g(ﬁ) = 0. A partir delas, definimos o campo
vetorial X € X"(U) como:
X(x,y) = (f(2,9),9(z,y))-

O sistema de equacoes diferenciais associado é:

{x, = f<x7 y)7 (1)

y = g(z,y).



Uma solugao do sistema é um par (z(t),y(t)), definido em um intervalo I C R, que
satisfaz as equacoes diferenciais. Geometricamente, essa solucao define uma curva para-
metrizada ¢(t) = (x(t),y(t)), cujo trago representa a trajetéria ou érbita do sistema.

Ao resolver a equagao diferencial, encontramos uma curva integral para X, ou seja,
uma curva ¢(t) tal que:

X(6(1) = ¢/(¢).
Isso significa que o campo vetorial X é tangente a curva ¢(t) em todos os pontos, ilustrando
como as solugoes do sistema seguem as direcoes definidas por X.

Estamos interessados na categoria de sistemas como (1) que admitem solugoes periédicas,
isto é, quando as fungbes z(t), y(t) sdo periddicas com mesmo periodo T' > 0 (satisfa-
zendo x(0) = z(T) e y(0) = y(T)). Neste caso, a curva ¢(t) = (z(t),y(t)) é fechada
(6(0) = 6(T)).

Uma o6rbita periddica é uma trajetéria fechada que nao se reduz a um ponto. Formal-
mente:

o ¢(t+T) = ¢(t) para algum T > 0;
e ¢(t) ndo é um ponto fixo;
e T é o menor nuimero positivo satisfazendo a condicao.

Entre os métodos mais fortes para garantir a existéncia de érbitas periddicas em sis-
temas planares nao-lineares destaca-se o Teorema de Poincaré-Bendixson. Este teorema
estabelece condigoes suficientes para a existéncia de ciclos limites em sistemas bidimensi-
onais. A versao classica pode ser enunciada como:

Teorema 1 (Poincaré-Bendixson) Seja f € CY(E), onde E C R? € um aberto, e
considere o sistema autonomo

dx
— =f(x
Suponha que exista uma trajetoria I' contida em uwm compacto F' C E cujo conjunto
w-limite w(I") satisfaca:
1. w(T") nao contém pontos criticos do sistema;
2. w(l') é nao-vazio.

Entao, w(I') € necessariamente uma orbita periddica do sistema.

Exemplo 1 Considere o sistema:

T=1y
y=—z+y(l—z?—2y%
Seja V(x,y) = 2(2* + y?). Derivando ao longo das solugoes:

av . .

—— =zi+yy = y*(1 — 2 — 2°)

dt

No exterior da regigo R = {(z,y) | 2*+2y* < 1}, temos ‘fl—‘t/ < 0, ou seja, as trajetorias en-
tram em R. No interior, % > 0, ou seja, hd uma regiao anelar positivamente invariante.
Dai, o inico ponto de equilibrio é a origem (0,0). Pelo Teorema de Poincaré-Bendizson,

existe ao menos uma orbita periodica contida nessa regiao.



O resultado a seguir mostra que em varias situagoes o sistema nao admite érbitas
periodicas.

Teorema 2 (Critério de Dulac) Seja f € C'(E), onde E € uma regiio simplesmente
coneza em R%. Se existe uma fun¢io B € CY(E) (func¢ao de Dulac) tal que a divergéncia

V- (Bf):
1. Nao ¢ identicamente nula,
2. Nao muda de sinal em E,

entao o sistema nao possui orbitas fechadas inteiramente contidas em E.
Além disso, se A € uma regidgo anular contida em E onde V - (Bf) nao muda de sinal,
entdo existe no mdximo um ciclo limite em A.

T=—y+a®
j=r+y+y’
ndo possui solucoes periddicas em R2.
Usando B(z,y) =1, a divergéncia é
af | 9y

L+ L =3224+32+1>0, V(zr,y) eR?
8x+8y x°+ 3y” + (x,y)

Exemplo 2 O sistema

Pelo Teorema de Dulac, o sistema nao possui drbitas periddicas em R2.

3 Conclusoes

Aplicagcao no Modelo de Volterra

As equacoes de Lotka-Volterra sao pares de equacoes diferenciais nao lineares de pri-
meira ordem, frequentemente usadas para descrever a dinamica de um sistema biolégico
em que duas espécies interagem, uma como predador e outra como presa. A populacao
varia de acordo com o tempo de acordo com o seguinte sistema:

d

d—f:a:c—ﬁxy

; (2)
Y

- =— )

di VY +oxy

Este sistema modela interacao presa-predador e possui érbitas periddicas fechadas ao
redor de um ponto de equilibrio, conforme garantido pelo Teorema de Poincaré-Bendixson.
As figuras a seguir foram geradas utilizando o software Mathematica. A primeira evidencia
a dinamica ciclica entre presas e predadores. A segunda destaca a variacao periddica das
espécies ao longo do tempo.



Orbitas periodicas no sistema de Volterra-Lotka

Figura 1: Orbitas Periédicas no sistema de Volterra-Lotka

Figura 2: Evolugao Populacional no
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