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1 Introducao

No cotidiano, o mundo esta imerso em diversos sis-
temas de conexoes de alta complexidade, cuja andlise
de cada elemento participante torna-se inviavel. E
possivel citar alguns exemplos de redes muito pre-
sentes no dia a dia, como as redes de transportes, as
redes sociais e as redes elétricas. Cada uma com sua
peculiaridade, seus elementos participantes, que sao
chamados de nds, e suas respectivas conexoes. Neste
projeto, o interesse central estd na rede neural da
C.Elegans, muito estudada na drea da neurociéncia.

Devido as limitagoes experimentais e tedricas, bem
como a vasta extensao de redes neurais, é necessério
analis-las de forma macroscopica, a fim de facilitar
sua analise. Para isso, deve-se aplicar uma renor-
malizacao da rede, de forma que nao haja a perda
de informagoes relevantes durante o processo. Entre
os modelos propostos de renormalizagao de redes
complexas, estd o reescalonamento pelo Laplaciano,
fundamentado na difusao de informacgao na rede
complexa. Essas abordagens servem de motivagao
para este projeto, que foca no estudo do conceito de
entropia e na dindmica das redes complexas.

O presente documento apresenta um resumo do
que foi estudado e realizado no projeto de Iniciacao
Cientifica, apresentado acima. O estudo apresentado
aqui foi fundamentalmente apoiado nas referéncias
[2] e [3].

2 Metodologia e discussao

Ap6s o aprofundamento no conhecimento de re-
des complexas e suas caracterizagoes, foi realizado
um estudo dos diversos tipos de entropia. A Entro-
pia de Von Neumann teve um papel fundamental
neste projeto. Portanto, nas proximas secoes, tal

entropia foi definida e algumas de suas propriedades
mencionadas.

2.1 Entropia de Von Neumann

A entropia de Von Neumann para um estado
quantico p é definida por:

S(p) = =Tr(plogy(p)), (1)

onde p é um operador Hermitiano e positivo semi-
definido. Ou seja, podemos decomp6-lo em termos
de seus autovalores e autovetores, da formas:

p= Z)\x|l‘><l‘|,

onde A\, é o autovalor associado ao autovetor |z) de
p. Dessa forma, a entropia de Von Neumann pode
ser reescrita da seguinte forma:

S(p) == Axlogy s

(2)

(3)

2.1.1 Entropia relativa quantica

Suponha que p e o sejam operadores de densidade.
A entropia relativa para os dois operadores é tal que

(4)

Pela desigualdade de Klein, a entropia relativa
quantica é nao negativa, isto é S(p||o) > 0.

S(pllo) = tr(plogy p) — tr(plog, o).

2.2 Entropia espectral como ferra-
menta de comparacao de redes
complexas

2.2.1 Entropia de Von Neumann para redes

Seja p(t) um vetor que indica a quantidade de
informacdo em um ou mais nés em um tempo t.
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Tem-se que a taxa de variagdo temporal de p(t) é
dada por:

p(t) = e"*p(0), ()
onde L = D — A é o Laplaciano do grafo, definido
pela subtracao da matriz D, que é uma matriz dia-
gonal, cujos elementos sao os graus de cada né, por
A, que é a matriz adjacente da rede, cujo elemento
A;j é o peso do link que conecta o né i ao né j. Aqui,
et denota o propagador de difusdo da rede. Por
defini¢do, a matriz de densidade g é tal que:

—tL

P227

(6)
onde Z = Tr(e*tﬁ ). Pode-se decompor L da forma

L=QAQ™, (7)
onde Q é a matriz a qual suas colunas sao os auto-
vetores de L e A é a matriz diagonal formada pelos
autovalores do Laplaciano. Assim,

N
Z =Y e, (8)
i=1

onde \; € 0 i-ésimo autovalor de LL e § um parametro,
atuando com um papel semelhante ao tempo. Ana-
logamente, a entropia espectral pode ser escrita da
seguinte forma:

sz (9)

logQW’u

onde w; € o i-ésimo autovalor de p, e pode-se calcula-
lo em fungao de \; da forma
wi = Z e PN, (10)

Assim, a entropia espectral do grafo G em funcéo
dos autovalores de L fica

S(G) =logaZ — ﬂ Z —Ne PA (1)
que pode ser reescrita como:
S(G) =logaZ + ﬁT?“[Lp] (12)

In2

Abaixo, um grafico ilustra as curvas da entropia
normalizada em fungao do inverso do parametro 3
de uma rede neural da C.Elegans e de redes Erdds-
Rényi, com a probabilidade de conexao p variando
de 0 (grafo totalmente desconectado) até 0.12.

S(B) normalizada vs 1/B para redes Erdos-Rényi

0.8

S(B) / log2(N)

— C.Elegans
— p=0.00
p =002
— p=0.04
— p=0.06
— p=008
— p=0.10
p=012

1071 10° 10! 10?
B
Figura 1: Gréfico com a comparagao da entropia nor-
malizada pelo inverso do parametro 8 entre uma rede
C.Elegans e redes Erdos-Rényi com diversos parametros
p-

Maximizacao da verossimilhanca de um mo-
delo: Voltando o foco para a equagao (4), a en-
tropia relativa entre uma matriz de densidade p e
um modelo para a nossa rede, que depende de um
pardmetro O, definido pela matriz 5(0) é tal que

D(plla(©)) — Tr[plog2(6(0))].

A equagado acima é a divergéncia de Kullback-
Leibler, e nos indica o quao ”distante” um modelo
estd de descrever a rede a ser analisada. A fim de
minimizar essa divergéncia, mudando os parametros
do modelo, basta maximizar o segundo termo do
lado direito da equagao, ou seja,

min[D(3]16(8))] = max[Tr[log(5(6))]).

= Tr[plogap] (13)

(14)

Assim, vem a defini¢do da funcgao log-likelihood de
uma rede:
log2 L(©)

= Tr[plogz(6(0))]. (15)

Ou seja,

L£(©) = eIrlpin(6(O))] — det[eP!™7 ()], (16)

Tem-se alguns critérios de selecao do modelo a ser
utilizado. Por exemplo, o Critério de Informagao
de Akaike (AIC - Akaike Information Criterion)
tende a ver o maior beneficio entre a minimizagao
do ntimero de parametros a serem utilizados e a
maximizacdo de £(©), ou seja, é de interesse utilizar
o modelo que minimiza a equagao a seguir:

AIC =2k — 2log2 L(OF), (17)
onde k é o nimero de parametros utilizados pelo
modelo e ©* é o melhor arranjo de parametros de
um modelo.

A Figura abaixo mostra a divergéncia de Kullback-
Leibler entre uma rede de referéncia Erdos-Rényi
(px = 0.5, N = 200) e redes modelo Erdés-Rényi com
mesmo N mas diferentes probabilidades de conexao p.

XXXIII Congresso de Iniciagao Cientifica da UNICAMP - 2025 2



Cada curva corresponde a um valor fixo de entropia
espectral normalizada (c), representando a média
de 20 amostras por valor de p.

Média da divergéncia vs p para varias iso-curvas de c(t)

— c=o001
—— =005
— c=010
— c=025
— c=050
— c=075
—— =090

Div_KL
>

p (Erdés-Rényi)

Figura 2: Divergéncia KL em funcdo da probabilidade de
conexdo (p) para diferentes entropias normalizadas (c).
Rede de referéncia: Erdds-Rényi com p* = 0.5, N = 200.

Agrupamento de sistemas: E comum utilizar a
divergéncia para investigar sistemas complexos com
partes semelhantes, podendo agrupé-las, de forma
inteligente, em grupos que atuarao de forma anéloga,
reduzindo a complexidade da rede e mantendo seu
funcionamento.

2.2.2 Gap espectral
O gap espectral de um grafo é definido por:

Aw = wy — wy, (18)

onde wy e w; sdo, respectivamente, o menor e o
segundo menor autovalores do operador de densidade

p-
O gap espectral possui uma propriedade interes-
sante: seja £* o valor de 8 cujo gap espectral é

maximo, é possivel notar que o valor ? no grafico

da entropia normalizada corresponde a uma inflexao,
isto é, uma rapida mudanca da derivada da entropia

em fungao de ik Os graficos a seguir ilustram tal

propriedade.

Gap espectral médio do operador densidade em fungao de 1/8 para redes Erdos-Rényi

— p=05

--- Méximo em f=0.0212
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Gap espectral

g

10-13

10715

Figura 3: Gap espectral médio. Média realizada entre
50 redes Erdos-Rényi.

Entropia normalizada média em funcéo de 1/8 para redes Erdos-Rényi.

10{— p=050
--- B=0.0212

e

08

°

°
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Entropia normalizada

Figura 4: Entropia normalizada média. Média realizada
entre 50 redes Erdos-Rényi.

A mesma anélise foi realizada para a rede neural
da C.FElegans, obtendo os seguintes resultados:

Gap espectral do operador densidade em fungéo de 1/ para uma rede da C.Elegans

\

— Célegans
--- Méximo em B=0.0133

Gap espectral
g

10713

10715

10717

100 10! 102 10? 104
8

Figura 5: Gap espectral da rede neural da C. Elegans.
Valor de 1/ cujo gap é méximo marcado em vermelho.

S(B) nomalizada vs 1/B para a rede da C.Elegans

104 — C.Elegans
--- B=00133

0.4+

Entropia S(B) / logz (N)

0.2

0.0+

10! 100 10! 10? 10°
B

Figura 6: Entropia normalizada da rede neural da C.
Elegans. Valor de 1/ cujo gap é méximo marcado em
vermelho.

Esses resultados mostram que a rede neural da
C.FElegans possui uma transicao mais rapida na
dinamica de informagao do que as redes Erdos-Rényi
presentes na Figura 1 (basta observar os pontos de
inflexdo das curvas), indicando melhor eficiéncia na
transmissao de informacao do que redes aleatorias.
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2.3 Dinamica de Informacao Com-
plexa

As secOes anteriores trataram do caso especifico da
difusdo continua, onde a entropia de Von Neumann
se reduz & entropia espectral, e quantifica a nao
uniformidade dos fluxos informacionais, capturando
efeitos dinamicos invisiveis as métricas estruturais.
Nessa se¢ao, o formalismo de entropia serd generali-
zado para outras dindmicas de informacao.

Pode-se visualizar os nés de uma rede como ve-
tores canonicos |i), com ¢ = 1,2,..., N, onde N é o
ntimero de nés da rede. Além disso, seja W(t) a
matriz adjacente da rede, que varia com o tempo.
O peso do link, em um instante de tempo t, que sai
do né i e chega ao né j, é dado pelo elemento W;;(t)
da matriz adjacente, onde
(W (t)|7)

Wi;(t) = (19)

2.3.1 Campo de Informacgao

Introduz-se o campo de informagao {(¢(t)|, de
forma que a quantidade de campo no né i em um
instante t é dada por (p(t)]7).

Evolugao do campo de informagao: A evolugao
do campo de informagao, na sua forma mais geral,
é dada por

F(t, W (t), (#(t)]). (20)

de(o(t)|=
é possivel realizar uma aproximacao por linea-
rizagao da equagio acima, de forma que 9 (4(t)|=
(p(t)|F(t, W (t)), que tem solucdo na forma

($(t)|= (6(0)|S(t, W(t)),

onde (¢(0)| é o estado inicial do campo e S é um
propagador, elemento que diz como o sistema evolui.

Normalmente, tem-se uma distribuicao proba-
bilistica, que diz qual a probabilidade de cada né ser
a fonte do campo de informacao. Assim, define-se:

0)|: Zpi¢o<i|a

onde p; é a probabilidade do né i ser a fonte do
campo. Dessa forma, a informacao esperada para
sair do 16 i é (¢(t)|= pido(i|S(t), e a informacao
esperada que o né j recebe é pi¢o(i|5’(t)|j>.

(21)

(22)

Exemplo: Assumindo que tem-se a minima in-
formagao sobre as condigOes iniciais, tendo assim
uma distribuigao uniforme de probabilidade na
forma p; = 4. Assim, o fluxo proveniente de
. , 1

i ¢ yo0(ilS(h)

N olilS(t)]7).

e a informacao recebida por j é

2.3.2 Transmissoes de Informacao

Um propagador diagonalizavel pode ser escrito na
forma decomposta

(23)

N
E Sl (3' l)
=1

onde s;(t) é o l-ésimo autovalor do propagador e
51 (t) é o produto externo entre os autovetores |ay) e
(Bi], onde S(t)|aq) = si(t)|eu) e (Bi|S(t) = si(t)(Bul-
|ay) e {B;] sdo chamados de autovetores da direita e
da esquerda, respectivamente.

Assim, considerando a distribuigao equiprovavel,
a informagao esperada que € trocada entre os pares
iejé dada por

1 N
OI8O =3 7o,

E possivel observar que a informagcao trocada entre
0s nos i e j foi escrita como um somatério de N dife-
rentes fluxos, que sao direcionados por um conjunto
de operadores [¢()(t)], atuando como vias de trans-
missao de informagao. Cada via é multiplicada por
um coeficiente correspondente % %o s1(t), que pode ser
interpretado como o tamanho da via de transmissao,
que é considerada inativa se 2s,(t) = 0.

Wile@(@)l5).  (24)

Ativagao da via de transmissao de informacao
E possivel demonstrar que a quantidade de campo
que cada transmissdo de informacao prende é igual
ao tamanho da via de transmissao; consequente-
mente, o campo preso total esperado pode ser obtido

por
N
”
2N

onde Z(t) = lel s1(t) = tr(S(t)). Pode-se inter-
pretar esse resultado da seguinte maneira: o campo
preso esperado regula o tamanho das vias de trans-
missao de informagao, e pode ser considerado o
responsavel pela ativagao das transmissoes. Por-
tanto, isso sugere que a dinamica do campo de in-
formacoes pode ser reduzida na dinadmica do campo
preso. Pode-se definir o operador de densidade como

~Z @), (25)

Z o0t = >0 (ap)
RE0)
onde a transmissao [ tem peso
Lsi(t)  si(t)
= = ) 27

Com isso, tem-se outra descrigao do fluxo esperado
de informacao proveniente do né i:

®o <Z50

~ i8(0) = L Z0ilp(t). (28)
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Ensemble de transmissoes de informagao Su-
ponha que o campo é discretizado em um grande
numero de quantas infinitesimais, carregando um va-
lor h. Estas quantas podem ser bits de informagao,
pequenos pacotes de energia, etc.. O ntmero de
quantas que participam na ativacao das vias de
transmissao é dado por

Po

t) = =Z(t). 29
n(t) = 222 (1) (29)
Assim, dividindo a informagao provinda do no i
igualmente para todas as quantas, isto é, dividindo
a equagao (28) por n(t) obtém-se o fluxo unitério

que cada quanta gera:

TERZOGHO =il (60)

Repare que esse processo atua de forma proba-
bilistica, cada modo de transmissao com um peso p;.
Assim, é possivel visualizar um conjunto estatistico,
formado pelos fluxos na rede, que codifica todos
os fluxos possiveis entre os nds e suas respectivas
probabilidades.

2.3.3 Diversidade funcional

Mesmo que as unidades de um sistema sejam
similares, elas atuam de forma distinta no sistema.
Tem-se que o fluxo unitario provindo de i é dado
pela equacgéo (30) e o fluxo que chega em i é dado
por hp(t)]i). O produto interno entre esses vetores
é calculado por

h(ilp(Ohp(t)|i) = h* (il p* (£)]0), (31)
ou seja, depende dos elementos da diagonal da ma-
triz p2(t). Quando é analisado um sistema quase
misto, pode-se aproximar a entropia de Von Neu-
mann a uma entropia linear, na forma

S(t) = 1 —tr(p*(1)),

onde tr(32(1)) = S, (il 2(1)1i)-

(32)

Dissimilaridade dos cossenos Pode-se calcular
a similaridade dos fluxos de entrada e de saida de
um né como

(33)

Repare que M(t) é andlogo ao cosseno entre dois
vetores, onde cos(f) = 0 se os vetores sdo colineares
e cos(f) # 0 caso ndo sejam colineares.

Portanto, a entropia depende da similaridade e
magnitude dos fluxos de entrada e de saida. Além
disso, a entropia favorece a assimetria da fungao do
componente como emissor ou receptor.

3 Conclusao

O presente trabalho explorou a aplicacao de con-
ceitos da fisica estatistica e da teoria da informagao
no estudo de redes complexas, com énfase especial na
entropia espectral. Através da formulacdo de opera-
dores de densidade associados ao Laplaciano da rede
(fundamentada em [1], [4] e [5]), foi possivel extrair
medidas informacionais que refletem propriedades
estruturais das redes analisadas.

A entropia de Von Neumann forneceu uma ferra-
menta poderosa para comparagao entre diferentes
topologias de rede, evidenciando transigoes e carac-
teristicas especificas, como o ponto de maximo do
gap espectral e suas implicacoes na dinamica de
informacgao.

Os resultados obtidos estao sendo testados em
redes modelo do tipo Erdés-Rényi e comparados com
a rede neural da C.FElegans, revelando semelhancgas
e distingOes relevantes. As andlises mostraram-se
promissoras para aplicagoes futuras em classificagao
e modelagem de redes reais. No caso desse projeto,
as informagoes provenientes da regiao de maximo
gap espectral serao utilizadas no reescalonamento
da rede neural da C.Flegans, preservando parte do
seu funcionamento, dentro de uma margem de erro
controlada.
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