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Introducao

O conceito de martingal relacionado a um contexto probabilistico surge durante o século
XVIII, na Franca, como uma estratégia de aposta popular. Em um jogo de caréter simples —
lancamento de uma moeda honesta, apostando se ird aparecer cara ou coroa — foi desenvolvida
uma estratégia que, quase certamente, leva ao lucro do apostador.

Este termo aparece pela primeira vez na teoria de probabilidade em um trabalho do
matematico francés Jean Ville (7), relacionado com o conceito de “sistema de jogo”. O probabilista

explicita que insere esse nome para relacionar a estratégia de aposta descrita anteriormente (4).

Objetivos do projeto de Iniciacao Cientifica

* Estudar processos estocdsticos com a propriedade martingal, assim como os resultados e

teoremas fundamentais;

» Explorar diferentes exemplos de aplicagdes em dreas diversas da probabilidade.

Definicoes basicas

Uma filtragem com respeito ao processo {X, } € uma sequéncia crescente de o--algebras
{Fn}, definidas por 7, = o (X1, - - - ,X},). Cada termo da familia de o--dlgebras € dito informacao

a tempo n.

Um processo estocdstico {Y,,} € dito martingal com respeito a filtragem {¥,} se, para

quaisquer n € m com m < n,
1. E|Y,| < oo;
2. Y, € F,-mensuravel;
3. E(YulFm) = Yo

No item (3), se substituirmos a relag¢do por E(Y,|%) < Y, ou E(Y,|Fn) = Yy, temos,

respectivamente, um supermartingal ou um submartingal. Um processo {Y,,} € um martingal se,



e somente, E(Y,+1|%,) = Y,, para todo n.

Resultados

Teorema da Parada Opcional

Um tempo de parada com respeito a filtragem {7, } € uma varidvel aleatéria 7 tomando
valores sobre N U {+co} e satisfazendo a propriedade de que, para todo valor n em sua imagem,

o evento {T = n} é ¥,,-mensuravel.

Teorema 0.1. (Teorema da Parada Opcional) Sejam {Y,,} um supermatingal e T um tempo de

parada, ambos relativos a filtragem {F,}. Entdo, afirma-se que
E(Yr) < E(Y)
se um dos seguintes itens é verdadeiro:

1. Se P(T < +c0) = 1 e existe uma variavel aleatoria W > 0 integravel satisfazendo

Yra, > W, Vn e N;

2. (Incrementos limitados) Se T é integrdvel (ou seja, E(T) < o) e existe K < oo tal que

E(|Yus1 = Yullirsny |F0) < K, Vn € N, quase certamente.

Corolario 0.1. (Amostragem Opcional) Sejam {Y,},>1 um martingal e T um tempo de pa-
rada, ambos relativos a filtragem {F,},>1. Sob as hipoteses P(T < o) =1, E|Yr| < w0 e

lim E(Y,l{rsn)) =0, temos que E(Yr) = E(Yp).

Convergéncia de Martingais

Seja (L, 7, P) um espago de probabilidade. Uma sequéncia de varidveis aleatdrias

{X, }n>1 neste espaco € dita uniformemente integravel se

JEEO sup E (| Xnl1{x,2a}) = 0.



Teorema 0.2. (Convergéncia de Martingais) Seja {Y,,},>0 um submartingal com respeito a
filtragem {F,}n>0 satisfazendo E(Y,)) < M para algum M > 0 e todo n (ou seja, é limitado
superiormente: sup,.q E(Y,}) < o). Entdo, existe uma varidvel aleatoria Y., tal que Y, Yy,

quando n — oo. Além disso,
1. Se E|Yy| < oo, entdo Y € integravel: E(Ys) < 00;
2. Seasequéncia {Y,},>0 é uniformemente integrdvel, entdo também temos a convergéncia em

média: E(|Y, —Ys|) — 0. Em particular, se {Y,,} é um martingal, entdo E(Ys) = E(Y;)

para todo n.

Seja (Q, 7, P) um espaco de probabilidade e {Y,},>0 um martingal com respeito a
filtragem {F,},>0. Ele € dito regular se existe uma variavel aleatéria Z integravel em (Q, F, P)

tal que Y, = E(Z|%,), para todo n > 0.

Teorema 0.3. Seja {Y,},>0 um martingal com respeito a filtragem {F,}n>0. As seguintes

afirmacoes sdo equivalentes.

1. {Y,} é uniformemente integravel;
2. {Y,} converge quase certamente e em média para uma variavel Yo,

3. {Y,} é regular.

Convergéncia em L?

Teorema 0.4. (Convergéncia em L?) Seja {Y,} um submartingal com respeito a filtragem {F,}.

Sdo equivalentes as seguintes afirmagoes.
1. {Y,} é limitado em L?, ou seja, E(|Y,|P) < oo, para todo n € N;

2. {Y,} é uniformemente integrdvel e Y, € LP(Q, F, P), onde Yo, é a varidvel para a qual as

Y, convergem quase certamente e em média;

3. Y*:=supl|Y,| € LP(Q,F, P).
neN

Se cada uma das afirmagées é vdlida, entdo Y, — Y« quase certamente e em LP.



Conclusao

Martingais mostram-se como uma ferramenta ttil para analisar processos estocdsticos. A
constru¢ao de familias de varidveis aleatérias com a propriedade martingal permite a aplicacdo
de diversos resultados. Podemos entender o comportamento de um tempo de parada com respeito
a uma filtragem, além de propriedades ligadas a sua distribui¢do e a seus momentos. Além
disso, sob hipdteses de integrabilidade uniforme ou de regularidade, mostramos a convergéncia
em média de um martingal para uma varidvel aleatdria integravel. As aplicagdes sdo variadas,
abrangendo teoremas cldssicos da probabilidade, processos markovianos e resultados inferenciais

e estatisticos.
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