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1 Introducao

O desenvolvimento técnico de miniaturizacao
moderna alcancou patamares histéricos, ultrapas-
sando modelos fisicos cldssicos para a confec¢ao
e aplicacdo de aparelhos nanoscopicos. Sob essa
perspectiva, técnicas experimentais capazes de des-
crever para a manipulacdo de moléculas e atomos
Unicos, com operagdes fora do equilibrio [1],
deram origem a drea de pesquisa de maquinas
térmicas microscopicas. Ha dois grandes objetos
de investigacdo nessa area: (i) a possibilidade de
se atingir a eficiéncia de Carnot mesmo quando a
maquina opera a tempo finito e produz poténcia fi-
nita (ou até maxima) e (ii) a procura por uma relacao
universal entre eficiéncia e poténcia, [2, 3].

Nesse contexto, o arcabougco da Termo-
dindmica estocastica foi explorado nesse traba-
lho, investigando a sua aplica¢do sobre maquinas
térmicas microscOpicas. Primeiramente, focou-se
em descricoes de particulas coloidais com equacodes
diferenciais estocdsticas simples, como a de Lange-
vin, para o movimento Browniano, [4]. Em parti-
cular, a transcri¢do termodinamica para movimento
da particula coloidal sob influéncia de flutuagdes
térmicas significativas, ou seja, a particula brow-
niana (PB), descritas pela equacdo de Langevin a
seguir,

_ant(m; A) B

- ai(t) + F,(t), (1)

mi(t) =

em que denota-se x a posicdo de PB, © = v sua
velocidade, ¥ = © = a sua aceleracdo, m sua
massa, U, (2; \) o potencial externo aplicado em
PB, « o coeficiente de fric¢do constante e Fi,(t) a
forcga estocéstica ou ruido branco gaussiano, o qual
possui valor médio sobre diversas realizacoes, in-
dicado pela notacdo (-), (F,(t)) = 0 e fungdo de
autocorrelagio (F,(t)F,(t")) = Bd(t —t'), sendo
B = 2akgT, kg a constante de Boltzmann e T
a temperatura absoluta do reservatério em contato
com PB, dado o teorema flutuagdo-dissipacao [5].
Uma consequéncia importante da Termodindmica
estocdstica esta explicitada nos dois dltimos termos
da Eq. (1), pois s@o inerentes a imersdo de uma
particula ao banho térmico.

Em
numéricas para os modelos analiticos fornecidos

seguida, desenvolveu-se aplicacoes

pela Termodinamica Estocéstica, [6, 7]. Dessa
forma, pode-se retomar as principais caracteristicas
da influéncia de flutuac¢des térmicas atuando sobre
PB e posteriormente uma andlise sobre as vanta-
gens obtidas nas simulacdes relacionadas ao con-
trole, eficiéncia e extracdo de poténcia de ciclos
termodinamicos em escala microscopica.

2 Metodologia

A partir da revisao bibliogrifica, com des-
taque para as Referéncias [5, 8—10] sobre Termo-
dinamica estocastica, realizou-se uma analise das
propriedades caracteristicas do comportamento mi-
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croscopico, utilizando-a para verificar a evolugdo
das quantidades termodinamicas e a fidelidade do
programa desenvolvido. Nessa andlise, procurou-
se ater a evolucao temporal unidimensional de uma
particula imersa em um banho térmico sob aplicacao
externa de um potencial harmonico, U,,; = kx?/2,
associada a0 movimento Browniano.

Apo0s assegurada a qualidade dos resultados
obtidos pela simulagdo, investigou-se a aplicacdo
numérica de um ciclo termodindmico microscopico,
fora do equilibrio, segundo a dindmica de Langevin.
Estabeleceu-se maior enfoque no funcionamento do
modelo semelhante ao proposto para o ciclo de Otto
em [2].

dt
Up+1/2 = \/5 U + _Fn +

2m

Tpyl = Tp + \/Bdtun—i-l/%

a dt

n = —~Un _Fn 5 Sn+ls
Un+1 \/EU +1/2 + 5 +1+ QmC +1

Os resultados presentes na Figura 1 mostram
os valores médios, dentre mil trajetdrias, da posicao,
velocidade e energias cinética e potencial, coloca-
das em regime de sub e super amortecimento. A
partir desses dados, € possivel verificar a tendéncia
de termalizacdo da energia interna da particula e os
tempos de relaxacdo para as quais estdo submeti-
das, relacionados com o inverso dos mddulos dos
autovalores relacionados a Equacdo (1), expressos
na Eq. (3). Observando os graficos, nota-se que os
valores encontrados analiticamente para os tempos
de relaxagdo, |\.| ™!, sdo condizentes com aqueles
observados na simulac¢do (Figura 1).

3 Resultados e Discussao

3.1 Anadlise tedrica e computacional

Expandindo a equacao de Langevin (1), com
aplicagdo de um potencial harménico U,,; = ka2 /2,
voltou-se ao método de integracao de meio passo
— apresentado como GJF-2GJ compacto em [11] —
da Eq. (2) para evoluir a posicdo e velocidade da
particula numericamente, com passo de integracao
dt e uma variavel de distribuicdo gaussiana e média
zero &,. Define-se (41 ffn"“ F,(s)ds =
VBdté,., e F, = kx, = mw?z,, sendo w a

frequéncia de oscilagdo do potencial.

1 1 — 2dt
_Cn+la a:—2dt7
2m T+
(2)
1 1
b=——%
14+ 2%

Além das relaxagdes, foram feitas algumas
aplicagdes de trabalho em PB, para analisar o com-
portamento das distribuicdes das quantidades de ca-
lor e trabalho. Na Figura 2, fez-se um acréscimo li-
near da rigidez do potencial aplicado, ou seja, variou-
se k(t) de K, até kK, = 2K, linearmente com dife-
rentes tempos de protocolo 7, calculando o calor
(Fig. 2a) e trabalho (Fig. 2b) oriundos dessa variacao.
Calculou-se ambas as quantidades termodinamicas
conforme a Eq. (4) com a convencdo de Stratono-

€6 _ 9

vich [9, 12], evidenciada pela notagdo “o” como

produto de Stratonovich [10].

dQ = (m% + /@(t)x) o d(t)

Ny = EVYE AW 3) U (x: 1 (1)) “
= K
* 2 dW = 20 ) o dt
Ok
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Termalizacdo em sub-amortecimento
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(a) Relaxagdo em sub-amortecimento (7 = 0, 5 w). Na me-
tade superior, medi¢gdes de Energia por kg7 dos valores
médios de energia cinética e potencial, ambos tendendo a
termalizacdo, (K) — (K.q) (preto) e (U) — (Ueq) (ver-
melho) com mesmo tempo de relaxagdo, igual a [\, |1 =
|A_|~! (linha azul vertical tracejada). Abaixo, o compor-
tamento da velocidade (preto) e da posicao (vermelho) da
particula Browniana também tendendo ao equilibrio apds
intervalo de tempo na ordem de |A4| L.

Termalizagao em super-amortecimento
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(b) Relaxagdo em super-amortecimento (y = 5w). Na
metade superior, as tendéncias dos valores médios de ener-
gia cinética e potencial ao equilibrio, com (K) — (K.4)
(preto) termaliza rapidamente com tempo de relaxacio
|IA_|7!, enquanto (U) — (Ue,) (vermelho) termaliza
mais lentamente, com maior tempo de relaxagio |\ |~*
(ambos os tempos estdo desenhados pelas linhas azuis tra-
cejadas). Na metade inferior, o comportamento médio da
velocidade (preto) e posi¢c@o (vermelho) em tendéncia ao
estado estaciondrio, relaxando com os tempos |[A_ |71 e
|Ay |1, respectivamente.

Figura 1: Processos dissipativos da particula browniana dos valores médios dentre 1000 trajetdrias. Partiu-se, em ¢ = 0, da
condicdo de equilibrio com um reservatério de mesmo coeficiente de friccio o, temperatura Ty = 37" e coordenadas iniciais
zo = 5 (kpT/k)'/? e velocidade vy = 5 (kpT/m)'/?. Utilizou-se o método de integragio da Eq. (2), com frequéncia de

oscilagdo w = (dt)~1/100.

Calor ao longo de variagdes de k
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(a) Calor calculado desde o comeco da aplicagido do protocolo
linear até o final do protocolo, no intervalo 7,,, mais o maior
tempo de relaxagdo, |\, |~!, para que a particula browniana
termalize com o reservatério. Pode-se notar na figura cada
distribuigdo associada a um valor de 7, evidenciado que o
tempo de protocolo estd relacionado ao inverso da dispersao
do nimero de ocorréncias com pico em torno de Q). = 0 e
uma assimetria a favor de valores negativos de calor.

Trabalho ao longo de variagoes de k
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(b) Trabalho calculado desde o comego da aplicagdo do pro-
tocolo linear até o fim do enrijecimento da constante de mola
k(t). O trabalho total fornecido nesse intervalo teve sua
distribui¢do consideravelmente modificada para cada um dos
tempos de 7, ao variar x(t). Observa-se que muitos valores de
W estdo proximos de zero e mais dispersos quando realizada
uma rapida variagcdo enquanto mais afastados de zero e mais
concentradas para variagdes mais lentas de (t).

Figura 2: Histogramas com os nimeros de ocorréncias dos valores de calor (Fig. 2a) e trabalho (Fig. 2b) estocasticos calculados
pela Eq. (4) em um regime super-amortecido e normalizado por kpT'. Realizou-se 5000 trajetdrias para cada valor de protocolo
Tp, NOS quais variou-se adiabaticamente a frequéncia de oscilagdo do potencial harmoénico de w, até wy = wy V2, com 0 método

de integracdo (2), passo de integragdo dt = w; 1 - 1072, v =5 - w,, k; = mw

2

i
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(a) Regime sub-amortecido (y = 0,5 wy)
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(b) Regime super-amortecido (7 = 10 wy).

Figura 3: Eficiéncia (metade de cima) e poténcia extraida (metade de baixo) médias avaliadas em relagdo ao pardmetro que
controla o tempo de protocolo da etapa de incremento da rigidez do potencial da primeira etapa, o pardmetro u € [1, 10],
W = 71 - wy, dentre 50 mil ciclos Gnicos. Em regime sub-amortecido (Fig. 3a) e super-amortecido (Fig. 3b). Nos graficos de
eficiéncia, desenhou-se uma linha horizontal para representar a eficiéncia do processo quase estitico (amarelo) e outra para as
eficiéncias encontradas da simula¢do (roxo). Na andlise de poténcia, desenhou-se o trabalho quase estatico do ciclo (laranja) e o
trabalho total do ciclo extraido da simulagéo (azul) divididos pelo tempo de execucdo de cada ciclo, t¢iclo-

3.2 Simulacao de um Ciclo Termodinamico

Com a retomada dos resultados tedricos pelo
método numérico aplicado, avangou-se o tema com
a simulacdo de um ciclo termodinamico fora do
equilibrio. Semelhante ao funcionamento de um mo-
delo microscépico de uma particula. Dessa forma,
reproduziu-se nesse regime um caso analogo ao ci-
clo de Otto na particula browniana. Partindo de
[2], estabeleceu-se um ciclo de protocolo linear para
variacao da rigidez do potencial harmonico, seme-
lhante ao caso da Figura 2, em regime sub e super
amortecido. Em ambos os regimes, a partir do es-
tado de equilibrio com um reservatério térmico de
temperatura 7} e executou-se as seguintes etapas,
analogas ao ciclo de Otto: 1) retirou-se a particula
do contato com esse reservatdrio (ou seja, adiabati-
camente) incrementou-se sua rigidez de mola de x,
até ko = 1,5k, em tempo 71 = i /wy, realizando
trabalho W7; 2) a particula é colocada em contato
com um segundo reservatorio térmico de tempera-
tura T, = 27} e esperou-se um intervalo de tempo
Tierms»> trocando calor ()2; 3) variou-se novamente
a rigidez do potencial adiabaticamente, dessa vez
retornando de ks para k;, em tempo T, = pu/wo,
com trabalho W5; 4) retornou-se a particula para

o reservatorio inicial, esperando mais um intervalo
Tierm, Para encerrar o ciclo, trocando calor ().

Nessa atuagdo ciclica, € possivel extrair tra-
balho da particula, devido a interacdo estabelecida
dela e ambos reservatorios, como em um ciclo termo-
dindmico idealizado. No entanto, aqui investigou-se
sua atuagao sob efeito de flutuacdes térmicas consi-
derdveis. Dentro dessas condicoes fora do equilibrio,
coletou-se dados de eficiéncia, 7 = |Wiiclo|/ Qentradas
e poténcia, Pot = |Weiclo| /tciclo, na Figura 3, para ci-
clos avaliados dentro dos regimes sub e super amor-
tecidos.

Diante dos resultados expostos na Figura 3,
fica evidente o proveitoso uso do modelo estocdstico.
Destaca-se nas figuras eficiéncias muito proximas,
ou até superiores, aquelas calculadas para ciclos
atuando com processos quase estaticos, “ideais”.
Destaca-se o resultado em regime super-amortecido
(Fig. 3b), no qual ha, no intervalo p € [2, 3.1], um
pico de eficiéncia do ciclo, superando a eficiéncia
quase estatica do ciclo de Otto de ~ 0, 18.

4 Conclusoes

Trabalhando com base no modelo da Termo-
dinamica estocastica, foi possivel obter resultados
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computacionais importantes acerca da fisica fora
do equilibrio e do aproveitamento desse modelo
para o funcionamento de maquinas térmicas mi-
croscopicas, que estdo sujeitas a flutuagdes térmicas
consideraveis. Além disso, obteve-se um resultado
para a atuacdo no ciclo de Otto, do qual foi possivel
extrair eficiéncias maiores do que as almejadas em
processos quase estaticos, previstos para Termo-
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