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Introducao

A dinamica discreta, um ramo da teoria dos sistemas dinamicos, estuda a evolucao de um
fenomeno ao longo do tempo em intervalos discretos, bem como suas propriedades locais e
globais, ou seja, analisam-se as variagoes decorrentes de iteragoes sucessivas de um mapa.

O objetivo principal da pesquisa foi compreender automorfismos lineares hiperbdlicos no toro,
sobretudo por meio do estudo do mapa conhecido como “Cat Map”. Em vista disso, o estudo
de sistemas dinamicos discretos mais simples e conceitos essenciais de espacos métricos fun-
damentaram a pesquisa. Além disso, certas propriedades como, por exemplo, a transitividade
topoldgica e a sua equivaléncia com a existéncia de uma orbita densa, foram demonstradas para
o caso mais geral, e nao apenas para o “Cat Map”.

Metodologia

A metodologia desse projeto consistiu na apresentacao de seminarios para o orientador, a fim
de discutir o andamento dos estudos. Tais reunioes possibilitaram a exposigao dos topicos estu-
dados, bem como a indicacao, por parte do professor, de como proceder os estudos. Ademais,
a cada semana, o professor orientador indicava um resultado a ser demonstrado pela aluna
até a préxima reuniao, incentivando, dessa forma, a autonomia em desenvolver as préprias
demonstragoes.

Discussao

Primeiramente, definiu-se relacao binaria e classe de equivaléncia com o proposito de definir o
circulo topolégico, como abaixo.
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Definicao 1. O circulo topolégico St é o conjunto de todas as classes de equivaléncia induzidas
em R por ~. Isto é,
St:= R/Z = R/ ~= {[z] C R|z € R}.

Note que, em relagao ao circulo topolégico, tem-se uma relagao binaria de equivaléncia B em
R tal que, dados z,y € R,

(x,y) EB <= x~y <= x—y €.

Um conceito essencial para prosseguir os estudos foi a nocao de orbita e, a partir disso, a
compreensao da orbitas periddicas.

Definicao 2. Dada uma funcao bijetora f : M — M que define uma dinamica, a érbita de z
pelo mapa f é dada por

Orbs() = Lo f2 e [ 2} = (" (@) € Z}
Definicao 3. A o6rbita de um ponto x € M é periddica pelo mapa f: M — M se
dn € Z tal que f"(z) = x.
A primeira dinamica estudada foi a rotacao no circulo que é o mapa Ry dado por
Ry:S' = S' [2] = [z +0], 0 cR.
A respeito desse mapa, foram demonstrados os seguintes resultados:

Proposigao 1. Se 6 € Q, entao todo ponto z € S* tem érbita periédica pelo mapa Ry. Nesse
caso, denomina-se Ry de uma rotacao racional.

Proposicao 2. Se § ¢ Q, entao o mapa Ry nao tem pontos peridédicos. Nesse caso, denomina-se
Ry de uma rotacao irracional.

Teorema 3. A 6rbita de um ponto de S' é densa sob rotacao irracional.
Definicao 4. A métrica usual d no espaco métrico S! é dada por

Definicao 5. Sejam M e N espacgos métricos. Um homeomorfismo de M sobre N é uma bijecao
continua f : M — N cuja inversa f~!: N — M também ¢ continua.

Ap06s ser definido homeomorfismos entre espacos métricos, foi demonstrado o seguinte teorema.

Teorema 4. Considere §' e S} = 9B(0, 1) € R*. Entao, existe um homeomorfismo de S' sobre
Sgl dado por
v St — 5], (0] - e

Denota-se por toro plano, T?, o produto cartesiano do circulo topolégico com ele mesmo, S* x S!.
A partir disso, pode-se definir uma nova dinamica dada pelo mapa

R(01,92) : TQ — TQ: (xay) = ('I + 917?/+ 92)

A respeito dessa dinamica, foi analisada a existéncia de pontos periédicos e de érbitas densas
para os seguintes casos:

(i) 0 e 6, racionais;
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(ii) 6, racional e 6 irracional;
(iii) 6, e Oy irracionais.

Proposicao 5. Se todas as drbitas sao periddicas pelo mapa R, ¢,), entao nao ha drbitas
densas.

Com essa teoria bem fundamentada, pode-se definir automorfismos hiperbdlicos no toro.

Definigao 6. Um automorfismo no toro é um mapa invertivel T : T? — T2. Cada T ¢ da
forma T4(z) = Az (mod 1), onde a matriz A satisfaz as seguintes condicoes:

(i) A é uma matriz com entradas inteiras tal que det(A) = +1;

(ii) Se o médulo dos autovalores é diferente de 1, entdao o automorfismo no toro é chamado de
hiperbdlico, implicando em comportamento dinamico expansivo/contrativo nas direcoes
) s
dos autovetores associados.

Definigao 7. Seja A = [2 1;1 1]. Entao, o “Cat Map” é a dinamica dada por
La: T2 = T2 ([(x,9)]) = (A, y)])
A respeito dessa dinamica, foi provado a sua inversibilidade.

Dado um mapa que define a projecao do plano para o toro plano, isto é,
P:R* = T (z,y) = [(z,y)],
pode-se enunciar o seguinte resultado.

Teorema 6. Seja v um autovetor da matriz A. Entao, tem-se que P ((v")) é denso no toro
plano, T2.

A seguir, foi demonstrada a transitividade topoldgica do “Cat Map”.

Teorema 7. Dado duas bolas abertas u,v € T?, existe n € N tal que L(:) (w)Nov#0, ie., Ly
¢ topologicamente transitivo.

Teorema 8 (Transitividade de Birkhoff). Seja f um mapa continuo em um espago métrico
completo e separavel X sem pontos isolados. Entao, as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) f é topologicamente transitivo.

(ii) Existe z € X tal que a orb(z, f) é densa em X.

Conclusao

Este projeto possibilitou o contato da orientanda com a area de pesquisa de Sistemas Dinamicos
Discretos. Apesar de o foco de estudo ser o ”Cat Map”, foram pesquisadas di- versas outras
dinamicas, as quais fundamentaram a compreensao de teoremas mais gerais. Ressalta-se que
foram pesquisados todos os assuntos planejados para o primeiro semestre de Iniciagao Cientifica,
correspondente a vigéncia do projeto.
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