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INTRODUGAO:

Este trabalho consiste em um estudo
sobre grupos topoldgicos, ou seja, grupos que
também sao espacgos topoldgicos nos quais as
operagbdes multiplicacdo e inversao de grupos
sao continuas. Em especial, foram estudados os
grupos topoldgicos conexos. Como obijetivo
principal, vimos um resultado util para mostrar,
via espagos quocientes, que certos grupos
topoldgicos que aparecem com frequéncia em
Matematica, Fisica, entre outras areas da

ciéncia, sdo conexos.

METODOLOGIA:

O desenvolvimento deste trabalho foi
feito através do estudo de conceitos, resultados
e técnicas da teoria de grupos topologicos

utilizando as referéncias bibliograficas.

RESULTADOS E DISCUSSAO:

Definigcao 1: Um grupo topoldgico € um grupo
com uma estrutura de topologia em que as
aplicagdes produto p: G x G — G, definida por
p(g,h) = gh e inversa i G — G, i(g) = g, sédo

continuas.

Proposic¢ao 1: Seja G um grupo topoldgico e g

um elemento de G. Entdo as aplicacbes:

i) Eg: G — G dada por E(h)=gh (translagéo a

esquerda).

ii) Dg: G — G, D(h)=hg (translacdo a direita) sdo

homeomorfismos.
Exemplo 1: Exemplos de grupos topolégicos:

e O grupo aditivo (R ", +) com a topologia
usual. Em particular, o grupo aditivo (R,+)
dos numeros reais € um grupo topologico.

e O grupo linear GL(n,R) de todas matrizes
reais n xXn invertiveis com a topologia
induzida do espago das matrizes.

e O grupo ortogonal O(n) das matrizes n X n
ortogonais.

e O grupo ortogonal especial SO(n) das
matrizes ortogonais n X n com determinante
igual a 1.

e O grupo unitario U(n) das matrizes n xn
unitarias.

e O grupo unitario especial SU(n) das matrizes

unitarias n x n com determinante igual a 1.

Definicao 2: Um espaco topoldgico X é desconexo
se existem abertos U, V ambos nao vazios tais que
UnNnv=>geUuV =X (desconexdo de X). Se um
dos abertos for vazio, a desconexdo X =U U V é dita

trivial.
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Definicao 3: Um espaco topoldgico X é conexo se a

Unica desconexao possivel € a frivial.

Exemplo 2:
e GL(n,R), O(n)s&o espagos desconexos.
e R, R"s30 espacos conexos.

e A esfera unitaria S" dos elementos (x4, Xz, ..., Xn+1)
de R™ tais que (x1)? + (X +.+(Xms1)2 = 1 €

conexasenz=1.

Definicdo 4: Um grupo G age (a esquerda) num
conjunto X se existe uma aplicagéo ¢: G x X —» X

satisfazendo:
i) ¢ (1, x)=x, para qualquer x € X,

ii) @ (gh, x) = @ (g, @ (h, X)), para quaisquer g,h € G.

Exemplo 3: A aplicagdo ¢: SO(n) x S™— S™ dada
por @ (A,X) = Ax é uma agdo de SO(n) em S™.

Exemplo 4: Sejam H um subgrupo de um grupo G e
G/H o conjunto das classes laterais gH, g € G (espaco
quociente G/H). A aplicacdo ¢: G x G/H— G/H
definida por @ (g, hH) = (gh)H é uma acdo de G em
G/H.

Defini¢ao 5: O subgrupo de isotropia de um elemento
x € X, denotado por G, € o conjunto dos elementos

de ge G tais que gx = x.

Definicao 6: Uma agdo de um grupo G em X é

transitiva se para quaisquer x,y € X, existe g € G tal

que gx =Y.

Exemplo 5: Como acima, as agdes de SO(n) em

S™ e de G em G/ H s&o transitivas.

Definicao 7: Seja Y um espaco topoldgico e ~ uma
relacao de equivalénciaem Y. Seja Y /~ o conjunto
das classes de equivalénciada ~ esejan:Y— Y/~
a aplicagéo canénica sobrejetoratalqueacaday e Y
associa a sua classe de equivaléncia. A topologia
quociente em Y / ~ é aquela em que um subconjunto
AcY |~ éaberto se, e somente se, n'(A) é aberto

emY.

Em particular, se G é um grupo topoldgico, o
conjunto das classes laterais G/H pode ser munido da
topologia quociente pela relagdo de equivaléncia x ~
y se, e somente se, xH = yH. Assim, a projecao

candnica n : G— G | H é continua e aberta.

Teorema 1: Suponha que acdo ¢: G x X > Xde G
em X é transitiva. Fixe x em X. Entdo a aplicagdo

Mx G/Gx — X, definida por ux (g Gx) = gx, € bijetora.

Definigao 8: Sejam G um grupo topoldgico e X um
espaco topoldgico X. Uma acdo de G em X é
continua se a aplicagdo @: G x X - X, @ (g, X) = gx, &

continua.

Proposicgao 2: Suponha que a agao de G em X seja
continua e seja X um espago de Hausdorff. Entdo o

subgrupo de isotropia Gx, com x € X, é fechado.

Teorema 2: Seja ¢: G x X — X uma agao continua e
transitiva. Fixe x em X e seja a bijecdo px: G/Gx — X
definida por px (9 Gx) = gx. Entdo px é continua em

relagao a topologia quociente em G/G.

Seja G um grupo localmente conexo, no
sentido em que todo ponto tem uma vizinhanga
aberta conexa. Seja também a  bijecdo continua
Mx. GIGx — X, com x € X, no contexto em que X é um

espaco de Baire, isto é, a unido enumeravel de
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conjuntos fechados com interior vazio tem interior

vazio.

Teorema 3: Seja ¢: G x X — X uma agao continua e
transitiva. Suponha que G seja localmente compacto
e separavel (ou seja, possui um conjunto enumeravel
denso). Suponha que X seja de Hausdorff € um
espaco de Baire. Entdo as aplicagbes ux séo
homeomorfismos em relagdo a topologia quociente
em G/G..

Seja G um grupo topoldgico e H um subgrupo
de G. Assim, se G é conexo entao o quociente G/H é

conexo.

Teorema 4: Sejam G um grupo topoldgico e H um
subgrupo de G. Se H e G /H s&o conexos, entdo G é

COoNeXxo.
Exemplo 6: SO(n), U(n), SU(n) s&o conexos, n 1.

CONCLUSOES:

Neste trabalho foi feito um estudo sobre
grupos topolégicos, em que foram estudados
conceitos, resultados sobre grupos topologicos
e suas aplicagdes. Em especial, foram
estudados os grupos topoldgicos conexos, em
que vimos, através de espacgos quocientes, que
certos grupos topoldgicos, como o0 grupo
ortogonal especial, grupo unitario, e grupo

unitario especial, sdo conexos.
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