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INTRODUCAO:

A mecéanica dos fluidos estuda o comportamento de substancias que podem escoar e se deformar
continuamente quando submetidas a forcas externas. Os fluidos abrangem liquidos e gases.
Enquanto liquidos possuem volume bem definido, gases podem se expandir para ocupar todo o
espaco disponivel.

Atualmente, a dinamica dos fluidos é uma drea fundamental nas ciéncias e engenharias, sendo
aplicada em setores como aerodindmica, escoamento de petréleo e meteorologia. Seu estudo
busca modelar e prever o comportamento dos fluidos em diferentes contextos, contribuindo para
o desenvolvimento de tecnologias e processos industriais.

Para descrever o movimento dos fluidos, utilizam-se principios fundamentais como a con-
servacao de massa, a conservagao de momento e a conservagao de energia. Em situacoes simples,
esses principios sdo suficientes para uma modelagem precisa. No entanto, em problemas mais
complexos, torna-se necessario considerar variaveis adicionais, como a viscosidade, que mede a
resisténcia ao escoamento, e a compressibilidade, que define a variagdo de volume do fluido sob
pressao.

Além da necessidade de considerar multiplas varidveis em problemas reais, um dos princi-
pais desafios da mecanica dos fluidos é o estudo da camada limite ou fronteira. Essas regioes
correspondem as dreas onde os efeitos viscosos sao predominantes, e as equacgOes tradicionais,
como as de Euler, deixam de ser plenamente aplicaveis, alguns exemplos de camadas limietes
sao: Interacao entre um fluido e uma superficie sélida, separacao de combustivel e residuo em
um chama, aerodinamica de veiculos e aeronaves.

1 Equagoes da Continuidade e de Euler
A dinamica dos fluidos é construida sobre trés principios fundamentais:

1. A massa nao pode ser criada nem destruida.
2. A segunda lei de Newton (lei da inércia) é sempre valida.

3. A energia nao pode ser criada nem destruida.



A partir desses principios, é possivel derivar a equacao da continuidade:
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E, avaliando a conservacao de volume com o teorema do transporte de Reynolds:
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é possivel concluir que, se o volume se conserva:

Dp
— =0.
Dt
Entao:
V-u=0.

Ou seja, nao existem sumidouros nem fontes no campo de velocidade do fluido.
As equacoes de Euler para fluidos incompressiveis sdo a uniao de:

1. p%f = —-Vp+pB,

2. V-i=0,
D
3. Do .

2 A Equacgao de Navier-Stokes

As equagoes de Navier-Stokes sdo uma generalizagdo das equagoes de Euler, incorporando os
efeitos da viscosidade na dinamica dos fluidos. Enquanto as equacoes de Euler descrevem o
comportamento de fluidos nao viscosos, a formulagao de Navier-Stokes acrescenta os termos
dissipativos responsaveis pela difusdo de momento devido a viscosidade.

A equacao é deduzida com base em o, um tensor de tensées que atua sobre uma massa de
fluido, conhecido como tensor de Cauchy. Esse tensor possui as seguintes caracteristicas: ¢é in-
variante sob rotagoes, simétrico e linearmente dependente de V4. Com base em seus autovalores,
é possivel expressd-lo da seguinte forma:

o=V i) +2uD,

onde D é a parte simétrica do gradiente de velocidade, p é o coeficiente de viscosidade dinamica
e \ estd relacionado a compressibilidade do fluido.
A equacao obtida para fluidos incompressiveis é:

—

po%;‘ = —Vp + uV2i.
Note que essa equacdo se assemelha & equacdo de Euler, com o acréscimo do termo pV>2i, que
representa a dissipacao de momento causada pela viscosidade.

Uma propriedade fundamental relacionada a viscosidade é o niimero de Reynolds, um
parametro adimensional que relaciona a inércia com os efeitos viscosos, permitindo a distingao
entre regimes de fluxo laminar e turbulento.



A partir de uma mudanca de varidveis para obter uma forma adimensional das equacdes de
Navier-Stokes em fluidos homogéneos e incompressiveis, o nimero de Reynolds é definido como:

UL
Re = —,
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onde U e L sao, respectivamente, a velocidade e o comprimento caracteristicos do escoamento,
e v =p/po é a viscosidade cinemética.
Reescrevendo as equacoes de Navier-Stokes nessa forma adimensional, obtemos:
Du 1
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Aqui, o termo ﬁVQT[ representa a dissipagao viscosa, enquanto o termo convectivo (i - V)i
estd embutido na derivada total.

Em geral, para problemas de engenharia, aplicam-se condi¢oes de contorno a equacao, de
forma que seja possivel utilizar simetrias para encontrar solugoes suficientemente precisas sem a
necessidade de computagao numérica. Essas aplicacoes descrevem escoamentos classicos, como
o de Poiseuille, que representa um escoamento laminar entre placas paralelas, resultando em

perfis de velocidade parabdlicos.

3 Rotagoes e Vorticidade

Quando um fluido se move em um campo de velocidade com rotagoes, ele estd em um campo
de vorticidade, que pode ser escrito como:

£E=V xu=(0yw— 0v, O,u— Jyw, Oyv — Oyu).

Ao longo do movimento de um fluido, existe uma medida chamada circulagao, que fornece
uma métrica sobre o movimento do fluido, embora nao tenha um significado fisico direto. To-
mando C' como um caminho fechado simples ao redor de uma regiao fluida e Cy como o contorno
ao redor dessa massa de fluido, podemos definir a circulacao.

O Teorema de Kelvin sobre a circulacao afirma que, para um fluido isentrépico e sem

forcas externas:
r@:fﬁda
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a circulacao I'¢, é constante ao longo do tempo.

Com o Teorema de Kelvin, é possivel obter outro resultado importante: o Teorema de
Helmholtz, que envolve os chamados tubos de vortice — estruturas tubulares tedricas que
contém o movimento rotacional de um fluxo.

Teorema de Helmholtz: Para um fluido isentrépico, com C; e Cy representando duas
curvas transversais ao tubo de vértice, a integral de linha da velocidade ao longo dessas curvas
(conhecida como forga do vértice) obedece as seguintes propriedades:

1. §01ﬁ'd§: fcéﬁ'dg';
2. A forca do vértice é constante ao longo do tempo.

Outra quantidade importante é a vorticidade por unidade de massa:

¢
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Essa grandeza é transportada ao longo do fluxo e, para fluidos isentrépicos, obedece a equacao:
D&
— 4+ (@-V)u=0.
oy T@V)

Com esses resultados, podemos definir as equagoes gerais da vorticidade em duas dimensoes:



1. DEDt = 04€ + (i - V)& = 0;
2. Ay =-¢;
3. Ylap = 0.

Aqui, ¢ é uma fungao escalar que mapeia uma regiao D, com 1 (z,y,t) tal que u = 9yt e
v = —0;%. Em duas dimensoes, a vorticidade é expressa como:

§ = —0pv + Oyu = —01p — Oj1p = —A.

Nas fronteiras da regidao, assume-se que a vorticidade é nula, ou seja, &|gp = 0.
No entanto, os resultados para trés dimensoes sao mais complexos e requerem um aprofun-
damento matematico adicional.

4 Fluxo Potencial e o Paradoxo de D’Alembert

O fluxo potencial é definido por um escoamento nao viscoso e nao rotacional, isto é:
1. V-a=0 (incompressibilidade)
2. Vxua=0 (irrotacionalidade)

Em um dominio simplesmente conexo de 2 dimensoes, as equagoes para @ = (u, v) so:

ou Ov ou Ov

- + — =0, =
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Essas equagoes satisfazem as relagoes de Cauchy-Riemann, entao, tomando V = u + v, V
representa a velocidade complexa do fluido no meio.
A forga exercida por um fluxo em um objeto rigido ao longo de sua trajetéria é dada pela
forca exercida em seu exterior, ou seja:

F:—/ p 7 ds
oB

Onde 0B representa a borda do objeto e p a pressao.
Enunciando agora o Teorema de Blasius, que relaciona a forga sobre um corpo com sua
velocidade potencial: .
o { V2 dz}
2 lJ/oB
Este teorema relaciona a forga sobre um corpo com a integral do conjugado da velocidade
complexa ao longo da borda.

Este resultado é muito importante para a aerodinamica, pois permite o calculo da forga sobre
uma asa ou aerofdlio sem a necessidade de conhecer a distribuicao de pressao, possibilitando
simulacoes de sustentacao e arrasto.

Outro teorema importante é o Teorema de Kutta-Joukowski, que, para um fluxo poten-
cial sobre um corpo B com campo de velocidade U constante no infinito, fornece a forgca sobre
0 COrpo como: .

F=—pl||0||7

Aqui, a forga estd associada & circulagao ao redor do corpo e ao campo de velocidades ortogonal
a .

Esse é outro resultado fundamental no contexto aerodinamico, pois permite calcular forgas
sobre corpos assimétricos. Sua principal aplicagao é no método dos painéis, um método numérico
para calculo de circulagdes em corpos assimétricos, utilizado em solugoes de escoamentos bidi-
mensionais e tridimensionais.



4.1 O Paradoxo de D’Alembert. Vamos utilizar os teoremas de Blasius e Kutta-Joukowski
para analisar as forcas em um objeto imerso em um fluxo potencial.

Analisando um fluxo potencial bidimensional com um objeto fechado em seu caminho, temos
que a forga sobre o exterior desse objeto é o resultado do teorema de Blasius:

. *
F=_"r { V2 dz}
2 |JaB
Contudo, como o objeto é um corpo sélido, ele forma um caminho fechado simples. Como a
velocidade complexa V satisfaz as condigoes de Cauchy-Riemann, ela é uma fungao analitica.
Logo, pelo teorema integral de Cauchy, a integral de uma fungao analitica sobre um caminho
fechado simples é: '
F==L¢ Viiz=0
2 JoB
Portanto, nao existe forca agindo sobre o corpo em um escoamento potencial — ou seja, nao ha
arrasto.
Utilizando agora o teorema de Kutta-Joukowski:

F =pTp||U||7 =0

Como a velocidade do fluxo e a densidade nao sao nulas, a tnica conclusao é que nao existe
circulagao.

Logo, um objeto em um fluxo potencial nao sofre arrasto nem sustentacao aerodinamica,
independentemente de seu angulo de ataque, i.e., ndo é possivel que ele sofra pressao do fluxo
para se levantar.

Porém, toda vez que um aviao levanta voo ou um carro se move, esses resultados sao con-
trariados, pois o carro sofre arrasto e o aviao utiliza a pressao aerodinamica para voar.

Estamos, portanto, diante de um paradoxo. O que explica a existéncia dessas forgas sobre
os corpos € a viscosidade, que nao serd abordada neste resumo.
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