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INTRODUGAO:

Os grafos sdo ferramentas poderosas para representar as relaces e interacdes entre os elementos de
sistemas complexos, desde o cérebro até os mercados financeiros, permitindo a andlise e modelagem desses
sistemas. No entanto, como diferentes caracteristicas desses sistemas emergem em diferentes escalas, é util
aplicar técnicas que permitam uma visdo além da estrutura detalhada do grafo (rede) — processo conhecido como
coarse-graining.

Essencialmente, o Grupo de Renormalizacdo [1] oferece um método sistemdtico para compreender
sistemas fisicos em diferentes escalas. A ideia estda fundamentada no reconhecimento de que certas caracteristicas
de um sistema podem exibir auto-similaridade quando observadas em diferentes niveis de ampliacdo. Ao realizar
uma sucessao de coarse-graining, ou seja, uma redug¢do da resolu¢do do sistema, o RG permite que os fisicos
explorem seu comportamento em diferentes resolugdes sem perder informagGes essenciais, ou seja, preservando
sua estrutura.

No contexto de redes complexas, buscamos identificar padrdes recorrentes e propriedades emergentes
em diferentes niveis de escala. A abordagem permite simplificar a representacdo da rede em escalas maiores,
mantendo informagbes essenciais sobre sua estrutura e dindmica. A renormalizagdo frequentemente envolve a
identificagdo de blocos ou mdédulos de nés altamente interconectados ou correlacionados. Esses blocos podem
ser agregados para formar super-nds, simplificando a estrutura da rede em uma escala maior. Esse processo

iterativo pode ser repetido, permitindo uma analise hierarquica da rede.

METODOLOGIA:

A teoria de redes complexas tem como base a teoria de grafos [2], aplicada ao estudo de sistemas
complexos [3, 4]. Um dos modelos de coarse-graining utilizando o laplaciano, inspirado em sistemas
desordenados, foi desenvolvido pelo nosso grupo de pesquisa [5] e estudado em trabalhos anteriores [6].

Neste projeto, serdo aprofundados os conhecimentos sobre o grupo de renormaliza¢do via laplaciano,

conforme desenvolvido pelo grupo de Caldarelli et al. [7], que explora as propriedades de difusdao nas redes.
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Também sera estudada em maior profundidade a técnica proposta por Bialek et al. [8], aplicada a redes funcionais.
Como ampliacdo do escopo em relagdo a proposta inicial, serd incluido o estudo do modelo espectral de
renormalizacdo pelo laplaciano proposto por Schmidt et al. [9].

Os trabalhos computacionais serdo desenvolvidos na linguagem Python, utilizando diversas bibliotecas

como Numpy, Pandas e Networkx.

RESULTADOS E DISCUSSAO:

1. Modelo Caldarelli

O método de Caldarelli et al. [7] propGe uma renormalizacao para redes complexas baseada na difusdo de
informacdo regida pelo laplaciano da rede. A ideia central € acompanhar a evolugdo de um campo escalar ¢ ao
longo do tempo via a equagdo ¢ (1) = e *L¢(0), definindo assim um operador de densidade p(t) que reflete
como a informagdo se propaga na rede.

A partir da entropia de p(t), calcula-se a capacidade térmica C(7), cujos picos revelam as escalas
estruturais caracteristicas da rede. Nessas escalas, agrupam-se nds fortemente conectados em blocos, que sdo

entdo substituidos por supernds, gerando uma versao reduzida da rede.

2. Modelo Bialek

O modelo proposto por Bialek et al. [8] foi desenvolvido para redes funcionais, nas quais as correlagdes
sdo extraidas a partir de séries temporais de atividade. A abordagem sugere dois caminhos de renormalizac¢do:
um no espaco real, considerando correlagdes diretas entre os néds, e outro no espaco de momentos, explorando
os autovalores e autovetores do laplaciano da rede.

Assume-se um sistema com N nés, cujas atividades sdo descritas por uma probabilidade conjunta P({¢;}),
onde {¢;} representa os estados dos nds. O coarse-graining pode ser realizado tanto no espago real quanto no
espago de momento.

Neste projeto, o foco serd apenas no estudo tedrico da técnica, sem a realizagdo de simulagdes. Isso se
deve a complexidade adicional envolvida na construgdo e manipulagao de redes funcionais, que exigem dados

temporais e métodos especificos para inferéncia de conectividade.

3. Modelo Schmidt
J4 o modelo espectral proposto por Schmidt et al. [9] também utiliza o laplaciano da rede, mas segue uma
abordagem distinta, baseada em conceitos de filtragem espectral.
Inicialmente, os autovalores e autovetores do laplaciano sdo calculados, e apenas os modos de baixa
frequéncia (relacionados a padrées estruturais de larga escala) sdo mantidos. Em seguida, calcula-se a similaridade
entre pares de nds com base em sua proje¢do nesses modos filtrados, e os pares mais semelhantes sdo contraidos,

reduzindo o tamanho da rede. O processo é iterativo, e a cada etapa a nova rede passa por um novo filtro
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espectral. Esse método preserva as propriedades espectrais globais da rede, permitindo o estudo de como

caracteristicas estruturais se mantém ao longo da renormalizagao.

Os trés métodos estudados propdem abordagens distintas de renormalizacdo em redes complexas, cada
um com vantagens e limitagcdes especificas. O modelo de Caldarelli baseia-se na dindmica de difusdo de
informacdo via o laplaciano da rede, utilizando medidas como entropia e capacidade térmica para identificar
escalas estruturais relevantes e aplicar o coarse-graining por agrupamento de ndés com forte acoplamento
difusivo. Ja4 o modelo de Bialek, embora conceitualmente sofisticado, depende da andlise de redes funcionais
derivadas de séries temporais e da formulacdo da dindmica em termos de uma distribuicdo de probabilidade
conjunta dos estados dos nés, o que limita sua aplicacdo prdtica neste projeto apenas ao estudo tedrico. Por fim,
o modelo espectral de Schmidt opera diretamente no espaco dos autovalores e autovetores do laplaciano,
preservando propriedades estruturais globais da rede ao contrair pares de nds com comportamento espectral
semelhante, sendo adequado para simulacbes e analises iterativas.

Realizando uma andlise quantitativa simulando as redes renormalizadas pelos métodos de Schmidt e
Caldarelli, observa-se semelhancas estruturais (Figura 1 e 2), mas com diferencas importantes na forma como
cada técnica preserva ou reorganiza a conectividade original. Enquanto o método de Schmidt realiza contracGes
entre os nds com base na similaridade espectral — mantendo os modos de baixa frequéncia do laplaciano —, sua
abordagem tende a preservar a hierarquia estrutural da rede, o que se reflete em uma topologia reduzida que
mantém a heterogeneidade de graus caracteristica do modelo Barabasi-Albert. Por outro lado, o método de
Caldarelli atua por meio da dinamica de difusdo, agrupando nds que compartilham trajetdrias de propagacao
semelhantes. Esse processo leva a uma reorganizacdo da rede onde os blocos formados tendem a ter
conectividade mais equilibrada entre si, o que reduz a variagdo de graus e produz uma distribuicdo mais
homogénea.

A comparagdo das distribuicdes de grau (Figura 3) entre as redes renormalizadas mostra-se uma
ferramenta util para avaliar essas diferengas. No caso de Caldarelli, observa-se um achatamento da distribuicao,
indicando uma perda parcial das caracteristicas de hubs tipicas da rede original. J4 o método de Schmidt, ao
preservar as propriedades espectrais globais, mantém melhor a assinatura de uma distribuicao livre de escala.

Ainda como parte do trabalho que sera futuramente exposta no relatério final, outros testes estruturais
podem ser realizados, incluindo a andlise do parametro k,,,,, que representa o grau médio dos vizinhos de um né.
Esse parametro é especialmente Util para investigar correlagdes de conectividade dentro da rede, ou seja, se nés
com alto grau tendem a se conectar com outros nés de alto ou baixo grau (assortatividade ou desassortatividade).
Através dessa métrica, sera possivel avaliar até que ponto as transformacées preservam a organizagao relacional
entre os nds, o que fornece uma camada adicional de interpretac¢do sobre a fidelidade estrutural dos métodos de

renormalizagao.
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Original (BA 24 nés) Renormalizado (Caldarelli)

Figura 1: Etapas do processo de renormalizacdo por difusdo [7] aplicado a uma rede do tipo Barabasi-Albert. Da esquerda para a direita: (i) grafo original; (ii)
rede renormalizada obtida a partir da dinamica de difusdo governada pelo laplaciano, com agregacdo de nds baseada nas escalas identificadas via entropia

e capacidade térmica.
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Figura 2: Etapas do processo de renormalizagdo espectral [9] aplicado a uma rede do tipo Barabdsi-Albert com 24 nés. Da esquerda para a direita: (i) grafo
original; (i) representagdo espectral com base no laplaciano (G1); (iii) matriz filtrada contendo os modos de baixa frequéncia (G2); e (iv) rede renormalizada

apos a contragdo dos pares mais similares (G3 ou GR, para este caso).
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Figura 3: Distribuigdo de grau comparando a rede original do tipo Barabasi-Albert (24 nds) com suas versdes renormalizadas pelos métodos de Schmidt e
Caldarelli. Observa-se que o método de Schmidt tende a preservar a estrutura hierdrquica da rede, mantendo uma distribuicdo semelhante a original,

enquanto o método de Caldarelli produz uma redistribuicdo mais homogénea dos graus, refletindo o agrupamento difusivo dos nds.

XXXIII Congresso de Iniciagao Cientifica da UNICAMP — 2025 4



BIBLIOGRAFIA

[1] K. Huang. Statistical Mechanics. New York: John Wiley & Sons, 1987

[2] B. Bollobas. Modern Graph Theory, New York, US: Springer, 1998.

[3] M.E.J. Newman. Networks. Oxford; New York: Oxford University Press, 2010.

[4] A.-L Barabasi. Network Science. Cambridge: Cambridge University Press, 2016.

[5] M. C. Loures, A. A. Piovesana e J. A. Brum. Laplacian Coarse-Graining in Complex Networks. 2023.
arXiv: 2302.07093 [cond-mat.dis-nn]

[6] G. A. S. Bonin. Analise de redes complexas por interacées de ordem superior e em multi-escalas.
Relatdrio Final — PIBIC. Universidade Estadual de Campinas, 2024.

[7] P. Villegas, G. Caldarelli T. Gili e A. Gabrielli. Laplacian Renormalization Group for heterogeneous
networks. Em: Nature Physics 19 (2023), pp. 445-450. DOI: 0.1038/s41567-022-01866-8.

[8] L. Meshulam et al. Coarse-graining and hints of scaling in a population of 1000+ neurons. Em: arXiv:
1812.11904v1 [physics.bio-ph] (2018)

[9] F. Caccioli, M. Schmidt and T. Aste. Spectral coarse-graining and rescaling for preserving structural

and dynamical properties in graphs.

XXXIIl Congresso de Iniciagao Cientifica da UNICAMP - 2025 5



