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1 Introducao

Este projeto de pesquisa pretende estudar, a partir da teoria de representacdes de grupo, as dlgebras
com identidades polinomiais. O foco inicial do projeto foi estabelecer uma base concreta nas estruturas
algébricas principais (dlgebras, mdédulos, anéis, ideais) para entdo prosseguir para grandes resultados, como
a Regra de Littlewood-Richardson e o Teorema de Poincaré—Birkhoff—Witt. Posteriormente, toda essa teoria
foi utilizada para entender as dlgebras de Grassmann, de matrizes triangulares superiores e as matrizes 2 x 2.

2 Metodologia

A metodologia adotada foi a usual em estudos tedéricos de matemadtica. Uma parte insepardvel desses
materiais consiste em exercicios selecionados com cuidado e ordenados de modo a levar o leitor a refletir
sobre os aspectos mais importantes da teoria.

3 Estudos realizados

3.1 Estruturas basicas

Todo o trabalho se iniciou com a defini¢do e a compreensio do conceito de dlgebra. Sendo esse o pri-
meiro contato com essa estrutura, foi dedicado um tempo para entender alguns exemplos e alguns resultados
sobre ela. O material utilizado foram as notas de aula presentes em [4].

Definicao 1. Sejam K um corpo e A um K-espaco vetorial. Uma K-dlgebra, ou simplesmente dlgebra, é um
par (A, x) onde * : A x A — A é uma aplicagdo bilinear satisfazendo:

(i) ax(b+c¢)=axb+axc
(i) (a+b)xc=axc+bx*xc
(iii) (Aa) *xb = ax* (Ab) = A(a = b)
para quaisquer a,b,c € Ae X € K.

Com o objetivo de dar uma ideia do que seria estudado posteriormente, as 3 primeiras se¢des do primeiro
capitulo de [1] foram estudadas e, em seguida, focamos na estrutura da dlgebra de grupo K G, onde o corpo
sempre tem caracteristica 0. Naturalmente, o que foi estudado na sequéncia tem importancia significativa
no andamento do projeto: os modulos sobre dlgebras.
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Definicao 2. Seja G um grupo. Consideramos o conjunto KG de todas as somas formais » | gec 0gg, onde
ay, € K e o conjunto {g € G | ay # 0} € finito. Definimos nessa estrutura a soma e o produto por escalar,

respectivamente:
Z Qg9 + Z Beg = Z(O‘g + By)g

geG geG geG
A Z gg = Z Aagg, para todo A € K
geG geG

A partir dessas definicoes, KG é um espago vetorial com base G. Por outro lado, é possivel enxergar KG
como uma dlgebra associativa com unidade que chamaremos de dlgebra de grupo.
Essa estrutura serd de extrema importdncia para a compreensdo das representacoes do grupo simétrico.

3.2 Representacoes do grupo simétrico
Naturalmente podemos definir um K G—mddulo, onde o produto € definido da seguinte forma:

x: KGxV — V

(Z agg,v> — (Z ozgg> xv =Y ayp,(v)

geG geG geq

onde ¢ : G — GL(V') é um homomorfismo de grupos dado por ¢(g) = ¢,.
Agora, sejam A uma algebra e M um A-médulo. Entdo podemos definir

p:A— L(M)
a— Qg

onde p,(m) =a-m, Ym € M.

Reciprocamente, seja M um espago vetorial e ¢ : A — £(M) um homomorfismo de algebras, defini-
mos o produto - : A X M — M onde (a,m) — a-m = (a)(m).

Perceba a relagdo (biunivoca) que existe entre as estruturas de A-moédulo em M e os homomorfismos
entre as dlgebras A e £(M). Neste caso um homomorfismo ¢ : A — L(M) é também chamado de repre-
sentacio de A.

Dada essa relacdo, alguns resultados como o lema de Schur e o Teorema de Maschke podem ser refor-
mulados com essas ferramentas.

Teorema 1. (Maschke) Seja G um grupo finito e K um corpo cuja a caracteristica ndo divida |Gl. Entdo
todo G-médulo é completamente redutivel.

Um resultado bem interessante presente em [4] traz uma relacio entre os ideais minimais de K'G e os
(G-médulos irredutiveis.

Lema 1. Todo G-modulo irredutivel é isomorfo a um ideal minimal a esquerda de K G. Em outras palavras,
toda representagdo linear irredutivel de G é equivalente a uma subrepresentacdo da representagdo regular
a esquerda de G.

Demonstragdo. Seja V' um G-moédulo irredutivel e fixemos vy € V'\ {0}. Considere a transformagéo linear
T: KG — V quesatisfaz T'(g) = g - vy, paratodo g € G.
E f4cil observar que 7" € um homomorfismo de G-médulos e assim, pela irredutibilidade de V', deve ser
sobrejetora.
Tomemos agora um ideal a esquerda I de K G tal que K G = kerT'@® I. Considerando entdo a restricao
deT al
T, : 1=V, Ti(a)=a-v

temos que Im77; = Im7T = V, pois se a; € kerT e ay € I entdo T'(a; + ) = T(a2). Além disso,
ker Ty C kerT N I e portanto ker 73 = {0}. Temos entdo que 77 é um isomorfismo de K G-mddulos e
assim / € isomorfo a V. Observe que isto implica que todo G-mddulo irredutivel tem dimensao finita. [
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Outro resultado bem importante que foi fundamental para o prosseguimento dos estudos, especifica-
mente para a teoria de Young, € o seguinte:

Teorema 2. Se K é um corpo algebricamente fechado cuja caracteristica ndo divide a ordem de um grupo
finito G, entdo

(i) KG ~ My, (K)X Mg, (K)x---x My, (K), ondedy,ds, ...,d, sdo os graus das K -representacoes
ndo isomorfas de G;

(i) |G| =+ d3+ -+ d2;

(iii) O niimero de K-representacoes irredutiveis de G ¢é finito, a menos de equivaléncia, e é igual ao
niimero de classes de conjugacdo de G.

Nesse primeiro momento da Iniciac@o Cientifica nos debru¢amos sobre o grupo simétrico. Para isso, ra-
pidamente retomamos conceitos previamente estudados como permutagdes, classes de conjugacgao e tabelas
de caracter para entdo dar inicio a esse estudo mais aprofundado das representacoes de K .5,,.

A teoria de Young parte de uma defini¢cao simples e de argumentos combinatdrios que se desenrolam
em resultados surpreendentes.

Definicdo 3. Seja n € N. Definimos uma particdo de n como uma r-upla (ny,na, ..., n,) de nimeros
naturais tais que ny > ng > +-- > n, > leny +ny + - -+ + n, = n. Denotamos por (ny,na,...,n,) - n
essa partigdo.

Observacao 3. Para facilitar a notacdo, caso n; = n; 1 = - - - = ny para algum k,i € N, representamos a

quantidade repetida no expoente. Por exemplo, (4,3%) = (4,3,3) F 10 ou (4%,2,1?) = (4,4,2,1,1) I 12.

Definicdo 4. Seja A = (ny, no, ..., n,) F n. Definimos o diagrama de Young D, da parti¢do A como sendo
o conjunto Dy = {(i,j) e NxN|1<i<r1<j<mn}

A partir da defini¢ao dada acima, podemos agora entender as parti¢des de um nimero como uma organi-
zacdo de células dispostas em linhas, seguindo a disposi¢ao da esquerda para a direita e de cima para baixo,
onde todo primeiro bloco de cada linha estd na primeira coluna. Por exemplo, sendo A = (4,2,1) - 7, 0
diagrama de Young D, é:

D)\:

A teoria comeca a se aproximar da teoria de representacdes de grupo mais fortemente quando preenchemos
cada caixa de um diagrama associado a uma parti¢do de n com os naturais {1, 2, ..., n}, sem repetigdes.

Definicao 5. Uma tabela de Young T' do tipo \ é uma numeracdo das células de um diagrama de Young
D,y por inteiros {1,2,...,n}.

A teoria se desenvolve de maneira mais aprofundada e mais detalhes podem ser encontrados nos sub-
capitulos 2.1, 2.2 e 2.3 de [2] e também no capitulo 9 de [4]. Destacarei dois resultados que julgamos
importantes para o desenrolar dos estudos.

Teorema 4. Para toda particdo \ - n, o ideal a esquerda My é um S,-modulo irredutivel. Além disso,
My é unicamente determinado pela particdo (em outras palavras, se Ty é uma tabela de Young do tipo \q,
entdo My ~ My, como S,,-modulo <= X\ = \).

Teorema 5. Seja K um corpo de caracteristica zero (ou char(K) 1 |S,| = n!) e n > 1. Entdo:
(a) Existe uma correspondéncia biunivoca entre os S, -caracteres irredutiveis e as parti¢cdes de n;

(D) Irri(Sn) = {xa | A n}edy = x\(1) é 0 grau de x,, para cada \ - n;
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(c)

KS, =@ I~ P My, (K)

AFn AFn

onde I, ~ My, (K) o ideal bilateral de K S,, associado a ). Consequentemente, n! =, ds.

Com todos esses resultados, o estudo aprofundado das representacdes de .S,, foi concluido momentane-
amente com os teoremas e resultados presentes no subcapitulo 2.3 de [2]. Abaixo temos um dos resultados
mais complexos sobre representacdes induzidas de S,,.

Teorema 6 (Littlewood-Richardson Rule). Seja A = n e v = m. Entdo
My&M, = > ki \M,
vEn+m

onde k!, W é o niimero de tabelas semistandard de formato v\ e conteiido |1 que produzem lattice permu-
tations quando lemos suas entradas da direita para a esquerda e de cima para baixo.

Observacao 7. Uma lattice permutation é uma sequéncia concatenada de inteiros positivos, assim como
uma palavra, de modo que cada prefixo contém pelo menos tantos inteiros positivos i quantos inteiros i + 1.
Aqui um prefixo é um pedaco da palavra que comeca no primeiro inteiro.

Exemplo 1. Considere v = (4,3,2),\ = (2,1) e u = (3,2,1). Entdo

X | X

Dz/\)\ =

Por exemplo, uma possivel tabela semistandard de formato v\ e conteiido 1 é T W= 112

Note que 112132 ¢é uma lattice permutation.

3.3 Identidades polinomiais para algebras concretas

Antes de iniciar os estudos das identidades diretamente, foi necessario entender o ambiente de uma
algebra livre e alguns elementos importantes como as identidades polinomiais, os T-ideais e os polindmios
homogéneos e multilineares. Um dos primeiros grandes resultados dessa secdo € o seguinte:

Teorema 8. Seja K um corpo infinito. Se f = 0 é uma identidade polinomial para uma dlgebra A, entdo
toda componente multihomogénea de f é uma identidade polinomial para A.

Observacdo 9 (Processo de Linearizagdo). Sejam I um T-ideal de K(X) e f(x1,...,x,) € I, ndo nulo.

Suponha que deg..f > 2 para algum i = 1,2,....,n. Tomando y, e y, varidveis de X distintos de
X1, ..., Ty, observa-se que
G(T1s e T YL Y2, Tigts -+, Tn) = f(T1s e T, Y1 Y2, Tis -, T)
— f(xla'-->$i—laylaxi+17"'7xn)
— f(l’l,...,xi_l,y27$i+1,...7$n)

estd em I e é ndo nulo. Ndo é dificil observar que deg,, g e deg,, g sdo menores que deg, f.

Com o objetivo de estudar diretamente as identidades polinomiais de algumas dlgebras associativas, foi
preciso conhecer antes suas estruturas envelopantes.

Definiciio 6. Se R é uma dlgebra associativa e G é uma dlgebra de Lie isomorfa a R\7), entdo dizemos
que R é a dlgebra envelopante de G. A dlgebra associativa U = U(G) é a dlgebra universal envelopante
da dlgebra de Lie G se G é uma subdlgebra de U'™) e se U tem a seguinte propriedade:
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Para qualquer dlgebra associativa R e qualquer homomorfismo de dlgebras de Lie ¢ : G — R7), existe
um tinico homomorfismo de dlgebras associativas 1 : U — R que estende ¢, ou seja, |q = ¢.

Teorema 10 (Poincaré-Birkhoff-Witt). Toda dlgebra de Lie G possui uma tinica (a menos de isomorfismo)
dlgebra universal envelopante U(G). Se G tem uma base {e; | i € 1} e conjunto de indices é ordenado,
entdo U(G) tem base {e;, ---¢;, | i1 < ... <y, i € [Lk=1,2,...}.

O avanco mais recente nos estudos foi obtido na referéncia [1] ao estudarmos os polindmios proprios e
as identidades polinomiais da dlgebra de Grassmann e da dlgebra das matrizes triangulares superiores n X n.

Defini¢do 7. Um polinémio f € K(X) é chamado de polinémio prdprio (ou comutador) se é uma combi-
nagdo linear de produtos de comutadores

f(l’l,flfg,...,l'n) :Zai 77777 j[a:il,...,x,-p]...[:vjl,...,qu], 7 cK

Com todos esses conhecimentos, foi finalmente possivel estudar as identidades polinomiais das dlgebras
citadas anteriormente. Essas identidades serdo apresentadas como um lema e um teorema, ambos extraidos
do capitulo 5 de [1]. Aqui E denota a dlgebra de Grassmann e UT,,(K) denota a dlgebra das matrizes
triangulares superiores n X n.

Lema 2 (Adaptado). Seja G = ([x1,22,23))T 0 T-ideal de K(X) gerado pela identidade polinomial
(1,19, 23] € Id(F). Entdo os polindmios [x1,x5][xe, 3] € [x1, xo][x3, 4] + [71, 3]0, 4] pertencem
aG.

Teorema 11 (Adaptado). Seja K um corpo infinito. Entdo a identidade polinomial

(21, 2] - -+ [wop—1, Tox] = 0

forma uma base para 1d(UT, (K)).

4 Conclusoes

Esse projeto de Iniciacdo Cientifica, realizado em 2024.2 e 2025.1, foi pensado para dar fundamentacao
tedrica para o estudo da Pl-teoria e possibilitar um estudo mais aprofundado na pds-graduacdo. Nele foi
abordada boa parte das questdes presentes em disciplinas introdutérias dessa drea, como MM455 - Algebras
com Identidades Polinomiais oferecida pelo IMECC-UNICAMP. Um dos proximos passos € partir para um
estudo de outros ambientes, como 0 ndo-associativo, além de outras apresentacdes associadas a Pl-teoria.
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