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INTRODUCAO:

Considere um processo de contagem { N(¢),¢ > 0} e seja T}, o tempo entre o (n — 1)-ésimo
e o n-ésimo evento desse processo, com n > 1. Se a sequéncia de varidveis aleatérias ndo
negativas {11, T, ... } € independente e identicamente distribuida (i.i.d.), entdo o processo de
contagem {N(z),t > 0} é chamado de processo de renovagdo. Assim, se o tempo até a ocorréncia
do primeiro evento possui uma distribuicao F, entdo o tempo entre o primeiro e o segundo evento
possui, independentemente do tempo do primeiro evento, a mesma distribui¢cao F, e assim por

diante. Quando um evento ocorre, dizemos que uma renovagdo aconteceu. Para um processo de

renovagdo com tempos de ocorréncia entre eventos 77, 7, . . ., sejam

So=0, S,= Zn:Ti.
i=1

Entdo, S, € o tempo da n-ésima renovagao.

METODOLOGIA:

Com enfoque primordialmente tedrico, a pesquisa foi realizada a partir de referéncias
bibliogréficas e complementada, quando necessario ou buscando maior clareza, com figuras e
demonstracdes. Apresentando diversos exemplos onde a teoria de renovacao € aplicada de forma
pratica e realista na modelagem de problemas do cotidiano, reforca-se sua utilidade em diversas

dreas ao contemplar, por exemplo, estimativas de durabilidade de aparelhos eletronicos, estudo
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de filas e desempenho de sistemas e maquinas.

Para a tltima se¢ao dessa pesquisa, escolheu-se abordar o tépico de simula¢des, modelando
em Python cendrios onde a teoria se aplica, a fim de obter medidas de longo prazo dos processos
e esclarecer comportamentos probabilisticos por meio de graficos e listas, ampliando, assim, o

escopo aplicado-computacional do projeto.
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Figura 1: Representacdo de um processo de renovacao genérico e exemplo de figura utilizada na pesquisa.

RESULTADOS E DISCUSSAOQO:

O projeto contemplou os seguintes topicos:

* Defini¢des e Teoremas Limites * Filas

* Processos de Renovacdo com Recom-
* Processos Semimarkovianos
pensa

* Aparecimento de Padrdes » Simulagdes

Por meio da utilizagdo de referéncias bibliograficas como Ross (1996), Durrett (2016) e
Kulkarni (2011), tornou-se possivel uma abordagem detalhada dos tépicos acima, resultando em
uma pesquisa com se¢des compostas, em linhas gerais, pela seguinte estrutura: Introdugdo da
Teoria, Teoremas e Demonstragoes, Exemplos. A teoria e suas demonstragdes contribuem para a
fixacdo do conteddo abordado, ao buscar uma visdo intuitiva do que é realizado matematicamente,
ao passo que os exemplos asseguram a exposi¢ao da utilidade pratica desse contetido em situacoes

reais.
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Exemplo 11. (Padrdo com sobreposicao e probabilidades distintas). Considere uma
variavel aleatdria X, tal que P{X,, = i} = p;. Deseja-se encontrar a esperanca e a variancia
de T para o padrdo (4, 1, 0, 3, 2, 4, 1). Primeiro, pode-se perceber que p = pip%popgpz
e k =2. Com isso,

E[I(7) - I(12)] = pipipsp3ps
E[I(7)-1(13)] =0

A segunda igualdade vale 0 uma vez que, caso a sequéncia seja completa no tempo 7" = 7,
os primeiros dois termos de sua segunda ocorréncia ja estardo presentes. Assim, se a
segunda sequéncia continuar corretamente, ela acaba em 7' = 12, enquanto no melhor
cendrio apds um erro - isto é, quando um nimero diferente de O é produzido no oitavo
termo, mas os seguintes sdo corretos - ela acaba somente em 7 = 15. Ou seja, em ambos
0s casos a sequéncia nao pode acabar, também, em 7 = 13. Raciocinio semelhante é
utilizado para justificar que, se o padrdo ocorre em 7 = 13, ele ndo pode ter ocorrido em
T =17. O exemplo € ilustrado na Figura 2.

4 1 0] 3 2 | 4 1| X | 4 1 0] 3 2 | 4 1

Figura 2: Sobreposicao sem erros: 12 termos. Falha na sobreposi¢@o: ao menos 15 termos.

\. J

Figura 2: Trecho da pesquisa abordando um contetido apresentado por meio de um exemplo. O estimulo
da intuicdo e da visualizacdo sao recorrentes ao longo do projeto.

Por fim, para as simula¢des foram implementados dois algoritmos: um para o funci-
onamento de duas filas em paralelo, outro para o patriménio de uma companhia de seguros
em funcdo do tempo de operagdo. A parte tedrica teve como base os modelos apresentados
no Capitulo 7 de Ross (2023). Essencialmente, ambos os algoritmos precisam dos seguintes
parametros: um tempo méiximo de operacdo e taxas — por exemplo, quantos clientes chegam
na loja por hora, para o modelo de filas, e quantos acionamentos de seguro sdo realizados por
dia, para o modelo de seguradora — para as distribui¢des das varidveis aleatdrias utilizadas na
modelagem.

Variando os pardmetros anteriores € muitos outros definidos em seus contextos especificos
e detalhados na pesquisa, obtém-se resultados distintos nas simulag¢des, permitindo uma melhor
compreensdo do comportamento de cada sistema, sobretudo no longo prazo, ao rodar as
simulacOes multiplas vezes e armazenar seus resultados. Os algoritmos também retornam listas e

gréficos contendo a evolucao do sistema ao longo do tempo, como representado nas Figuras 3 e 4.
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Numero de Clientes no Sistema em Fungéo do Tempo
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Figura 3: Exemplo de grafico gerado pelos algoritmos.

Figura 4: Exemplo de retorno do algoritmo no console

CONCLUSOES:

O projeto permitiu contemplar detalhadamente os seguintes topicos: Definicoes e
Teoremas Limites, Processos de Renovacdo com Recompensa, Aparecimento de Padroes, Filas,
Processos Semimarkovianos e Simulagcoes. Para cada se¢do da pesquisa, foi adotado um padrao
de introducao da respectiva teoria, seguida de demonstracdes de teoremas e exemplos, para
garantir uma estrutura didética sequencial e compreensiva, construindo assim o conhecimento de
cada tdpico a partir do anterior e culminando em exemplos onde se veem aplicacdes reais. Figuras
e gréficos ao longo da pesquisa contribuiram, quando possivel, para um maior esclarecimento do
conteudo abordado, buscando tornar a teoria mais intuitiva e visualizavel.

Além disso, o projeto pode trazer uma abordagem computacional da teoria, ao contemplar a
implementagao de dois algoritmos para simulagao de filas paralelas e do capital de uma seguradora.
Por meio da alteragdo de parametros dessas simulagdes — como taxas de chegada/saida, custo
médio de servigo, tempo miximo de operagado, etc. — os algoritmos sdo capazes de gerar diversos
cendrios distintos e registrar suas evolugdes temporais para posterior andlise. Analogamente a
parte tedrica, a visualizacdo do contetido a partir de graficos e listas foi estimulada e contribuiu

para uma melhor interpretacdo do funcionamento dos sistemas simulados, seja em apenas uma
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iteracdo do algoritmo ou em multiplas iteracdes, com o intuito de reconhecer padrdes a longo

prazo.
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