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1 INTRODUCAO

Prever deslocamentos, forgas e tensoes atuantes em uma determinada estrutura é algo imprescindivel na enge-
nharia. Em qualquer projeto estrutural, é necessario observar como ele se comporta as solicitagoes para garantir a
confiabilidade e a seguranca do que esta sendo projetado.

Quando se trata de geometrias simples, como barras, eixos e vigas, as equacoes constitutivas se mostram eficientes.
Porém, & medida que a complexidade da forma vai aumentando, essas equagoes deixam de ser uteis. O método do
trabalho virtual aparece como coadjuvante nas andlises; ele permite desde analises estruturais simples a complexas,
com carregamentos diversos. No entanto, seu uso, por si 80, torna-se extremamente trabalhoso quando se busca uma
abordagem geral da peca.

O Método dos Elementos Finitos surge como uma possibilidade vidvel. Ele propoe a divisao de uma figura
complexa em pequenos pedagos, denominados elementos finitos, possibilitando a realizagao de andlises para cada um
desses pedagos e tornando vidvel uma solugao antes dificil ou até impossivel. Diversas empresas oferecem softwares de
analise de elementos finitos, possibilitando ao projetista obter resultados impressionantes com poucos cliques. Mas,
para operar tais programas, os fundamentos da base do método sdo imprescindiveis. Quando se trata de solugoes
numéricas, é necessaria uma anélise critica dos resultados para identificar possiveis brechas para erros numéricos,
que podem surgir de diversas situacoes, como, por exemplo, aproximacoes.

O resumo adiante oferece uma visao do principio do método, possibilitando a compreensao de onde surgem as
equagoes a serem resolvidas. O método é derivado a partir da teoria de Euler-Bernoulli, atrelada ao uso do célculo
variacional para a solug@ao de funcionais provenientes da conservacao de energia.

2 METODOLOGIA

O desenvolvimento do projeto baseou-se inicialmente no estudo do principio dos métodos energéticos, com o
objetivo de compreender os principios de energia potencial e energia interna atuantes em estruturas mecanicas. Em
seguida, estudou-se a derivacao do principio do trabalho virtual, com a realizagao de exercicios praticos.

Na sequéncia, abordou-se o principio do cédlculo variacional, com foco na resolugao de funcionais, na derivacao do
método de Rayleigh-Ritz e do método de Galerkin, com a resolugao de exercicios estruturais utilizando esses dois
ultimos principios.

Concluida a base tedrica, iniciou-se o estudo do Método dos Elementos Finitos em uma dimenséao, analisando seus
fundamentos, sua generalizacao, rotacoes dos sistemas, fungoes aproximadoras de deslocamento, matriz de rigidez e
cargas nodais equivalentes.

Foi desenvolvido um projeto complementar utilizando o MEF para vigas, incluindo a derivacao da matriz de
rigidez e das cargas nodais equivalentes, a realizagao das andlises numérica e analitica, e uma discussao para a com-
preensao do método.

Posteriormente, realizou-se a andlise para pérticos com segoes variaveis, com a derivagao de sua matriz de rigidez
e a montagem do programa final no ambiente MATLAB neste resumo apresentado.
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Durante todo o processo, foram realizadas reunides quinzenais com o orientador para a avaliagdo dos resultados,
discussao de duvidas e apresentacao dos avangos por meio de slides.

Para a montagem dos resultados finais, utilizaram-se os softwares MATLAB (para resolugao das matrizes e geracao
de graficos) e Wolfram Mathematica (para resolu¢do simbdlica). Destaca-se ainda o uso pontual de inteligéncia
artificial como ferramenta auxiliar em tarefas repetitivas ou demoradas, como a busca de recursos em documentagoes
oficiais de softwares e o refinamento de pesquisas sobre temas que surgiram durante o projeto.

3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Para a andlise final, verifica-se o comportamento da seguinte estrutura parametrizada, apresentada na Figura 1:
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Figura 1: Estrutura de Andlise

Método analitico de validacgao

Realiza-se a andlise estatica para encontrar as reagoes no engaste e a analise pelo método do trabalho virtual para
encontrar o deslocamento da face de aplicagao da forca F', com o intuito de servir como validagao para o programa
de elementos finitos que serd criado.

Para isso, realizam-se os seguintes passos:

1.

Encontra-se a funcédo linear que representa a variagio da altura das partes 1 e 3, h;(x), com ¢ representando o
elemento 1 ou 3.

Encontra-se a fungao da drea A;(x) = w - h;(z) e a fungdo do momento de inércia I;(z) = [w - h3(x)]/12 das
partes 1 e 3, bem como a 4rea e o momento de inércia constantes da parte 2: Ay = w - b, Iy = b-w3/12.

Insere-se uma forga virtual 6 P na mesma direcao e sentido da forga F' e realiza-se a andlise estatica, seguida da
andlise do método das segoes. Os resultados serao andlogos para ambos os casos, devido ao sentido e diregao
das forgas serem os mesmos.

. Realiza-se a andlise do trabalho virtual externo dW,. Como o desejado é o deslocamento na diregdo x na face

de aplicacao da forca, o trabalho virtual externo é dado pela forga virtual 5P multiplicado pela distancia real
Z = (x,0) que a pega se movers devido a forga real F.

Realiza-se a andlise do trabalho virtual interno dW;, considerando apenas as tensoes devidas a forga normal
e ao momento fletor. Desta forma, o trabalho virtual interno serd dado pela soma da andlise das trés partes
principais da pega seguindo a expressao da Equacao 1:

LF-6F+M-6M
v A-E EI

dx (1)

Onde F, §F, M, 0M séao as forgas e momentos internos (calculados pelo método das segdes) devido a forga
real F e virtual 6P aplicado a peca.
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6. Aplica-se a defini¢do de trabalho virtual: trabalho virtual interno igual ao trabalho virtual externo, §W; = §W.,.

Por fim, obtém-se os resultados:

Para as reagGes no engaste:
R,=—F|R,=0|M,=F- L, (2)

Para o deslocamento horizontal x na face de aplicagao da forga:

6-(a+b)-L2 In(a/b)
e | 413 +L1'( g -+ afb) Ls - In(b/c)

b-wd-E w-E bw-E—c-w-F

3)

O deslocamento = seréd expresso em metros, desde que todas as unidades utilizadas estejam no sistema internaci-
onal, o médulo de elasticidade E em Pascal (Pa) e a forga F em Newton (N).

3.2 Resultados Numeéricos

Para montar o programa de Elementos Finitos, inicialmente deriva-se a matriz de rigidez para os elementos em
questao. Adota-se um elemento genérico, variando sua altura conforme indicado na Figura 2.
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T

Figura 2: Elemento de genérico de segao variada

Para esta forma, adotam-se duas funcoes de forma: uma para o deslocamento transversal v¢(z), um polinémio
de terceiro grau, e outra para o deslocamento longitudinal u;(x), um polinémio de primeiro grau, aplicam-se as
condicoes de contorno considerando os deslocamentos e rotagoes dos nés 1 e 2. Por procedimento similar ao ja
descrito anteriormente, encontram-se a fungéo da drea A(z) e a funcdo de momento de inércia I (x).

Determina-se a energia interna U, somando-se as energias decorrentes da agao de barra e de viga, conforme mos-
trado na Equacao 4.

U:};/OLA(a:)-<;h;)2dx+§/0LI(:c)-(3;>2dx )

Em seguida, a energia potencial V' é determinada aplicando forcas e momentos genéricos aos nés 1 e 2 e
multiplicando-os pelos seus deslocamentos, como mostrado na Equacao 5.

V:F$1U1+Fylvl+M191+F$2u2—|—Fy21]2+M292 (5)

O funcional IT = U — V é montado, e sua minimizacao é realizada como mostrado na Equacao 6.

510 S) G ) Q) )1

Duy ~ Dor 00, uy vy~ 08, " ©)

Ao adotar a notagdo matricial, encontra-se o sistema K - & = 7 com:

e K a matriz de rigidez para elementos retangulares variando linearmente a altura mostrada na Equagao 7 com
a, b, L dimensdes conforme esquematizada na Figura 2 e E representando o médulo de elasticidade do material.

e 7 0s deslocamentos nodais [uy, vy, 01, us,v2, 027,

e i as cargas nodais equivalentes [Fy.,, Fy,, My, Fy,, Fy,, Mo]"
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Com a matriz de rigidez derivada, é possivel montar o programa de cdlculo. Adotam-se 9 elementos, sendo 3 para
cada parte da Figura 1. O programa substitui os valores parametrizados da Figura 1 por: a = 0,03 [m]; b = 0,02 [m];
¢= 0,01 [m]; w= 0,02 [m]; Ly = Ly = L3 = 0,35 [m]; F =300 [N] e E =205 -10? [Pa).

E montada uma matriz de rigidez para cada elemento, seguindo um sistema local. Cada matriz, inicialmente
montada no sistema local, é rotacionada para o sistema global e posicionada na matriz de rigidez global na posigao
adequada. A carga aplicada é posicionada no vetor de cargas nodais equivalentes na posicao adequada e, por fim,
aplicam-se as condicoes de contorno do engaste, resolvendo o sistema para encontrar os deslocamentos nodais .

Esses deslocamentos sao rotacionados novamente para seus eixos locais e, dessa forma, aplicam-se as fungoes de
forma que permitem encontrar os deslocamentos u(x) e v(x) ao longo dos elementos, bem como as forgas normais
N(x) e os momentos fletores M (x) de cada elemento apresentados na Equacdo 10, ndo foram analisados esforcos de
cisalhamento.

Os deslocamentos u(x) e v(z) sdo novamente rotacionados para o eixo global e plotados, gerando o deslocamento
da peca devido a forca aplicada, conforme indicado na Figura 3. Com os momentos e forgas normais, sao calculadas
as tensoes maximas atuantes em cada elemento, por meio da equacgao:

n ‘M(I) - (h(2)/2)

N(a)
oa) = |3 ®

(z I(z)
gerando, assim, as tensoes apresentadas na Figura 4.
Deformada do pértico -> escala = 8X da deformagéo real Tensao atuante (a'T) [MPa] -> escala = 8X da deformagao real
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Figura 3: Deformacao ao longo do eixo neutro da pega Figura 4: Maior tensao atuante na pecga

A validacdo do programa envolve observar as forgas de reagdo no engaste fornecidas pelo programa numérico e
compara-las com as forgas calculadas pela estatica, além de aplicar a equagao obtida pelo trabalho virtual e compara-
la com o deslocamento nodal na direcdo x do né onde foi aplicada a forga.

Para este caso, a solu¢ao numérica da deformacao em x na face de aplicagao da forga converge em 6 casas decimais com
a solucao analitica feita pelo trabalho virtual apresentada na Equacao 3, enquanto as reagoes no engaste convergem
com um erro de 107! com a solucdo estética, gerando:

x =0.0042 [m] | R, = —300 [N] | R, = 0 | M, = 105 [N.m] (9)

Com o programa validado, é possivel analisar tensoes e deformagoes para uma infinidade de figuras semelhantes a
apresentada na Figura 1, bastando apenas modificar os valores parametrizados ou aplicar forgas e momentos em
locais diferentes da pega.
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4 CONCLUSOES

A anilise de resultados de Elementos Finitos estd diretamente ligada & malha adotada. Para obter deslocamentos,
poucos elementos podem ser satisfatérios. Observa-se que as fungoes de forma dos deslocamentos longitudinais u(x) e
transversais v(z), de primeiro e terceiro grau respectivamente, trazem uma boa aproximagao para os pontos internos
dos elementos. Porém, maior cuidado deve ser tomado quando se derivam essas expressoes. Para obter-se forca
normal, momento fletor e for¢ca de cisalhamento ao longo do elemento, as fungoes de forma sao derivadas conforme
apresentado a seguir na Equagao 10.

N(z)=E-A(x) -d(z) | M(x) =E - I(z)-v"(x) | V(z) = E-1(z) - 0" () (10)

Nota-se uma perda de grau de u(x) e v(x). Além disso, em casos de &rea varidvel, Para obter a for¢a normal
e momento, as fungoes da drea e do momento de inércia serdo multiplicadas as fungoes de deslocamento, podendo
corromper o resultado. Com isso, os cédlculos de tensao diretamente dependentes dessas fungoes, como mostrado na
Equagao 8, podem nao ser fidedignos aos valores reais.

Em casos de carregamentos distribuidos sobre o elemento ou forcas atuando fora dos nés (ndo tratados neste
resumo), é crucial notar que as cargas nodais equivalentes serdo uma média ponderada do carregamento sobre o
elemento, o que pode gerar discrepancias nos valores nodais analisados.

A melhora na resolu¢do dos resultados vem com o aprimoramento da malha, utilizando-se mais elementos, de
forma que o intervalo entre eles seja pequeno o suficiente para que os erros, devido a perda de resolugao das derivadas
das fungoes de forma ou das médias ponderadas de forcas localizadas fora dos nds, sejam irrelevantes. Para obter
bons resultados, deve-se realizar uma anélise prévia das forcas envolvidas e do que se deseja analisar, a fim de criar
um programa com a quantidade adequada de elementos e nos locais corretos. Conferéncias com solugoes analiticas,
mesmo que pontuais, ou até mesmo testes experimentais para validacao da analise, podem ser relevantes para obter
um programa refinado e anélises bem desenvolvidas.
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