x x

¢ XX XIIl Congresso de @
.-. Iniciacdo Cientifica da )

Qo ® SR ®

Coordenadas de Fenchel-Nielsen e o Teorema de
Teichmuller

Lucca Delboni(Aluno), Henrique Sa Earp (Orientador) — IMECC, UNICAMP

Palavras-chave: Teorema de Teichmiiller, Fenchel-Nielsen, Espaco de Teichmiiller, Ge-
ometria Hiperbdlica.

Objetivos da pesquisa

Esta iniciacao cientifica teve como objetivo principal introduzir o autor aos conceitos e as
ferramentas geométricas classicas, no que concerne as superficies de Riemann Compactas.
Para a apresentagao nesse congresso, foi escolhido o tema das coordenadas de Fenchel-
Nielsen e, como consequéncia, o teorema de Teichmiiller.

Fundamentacao tedrica e metodologia

Na pesquisa, abordamos o teorema de Teichmiiller de duas formas distintas. A primeira, é
uma maneira mais analitica. Mostramos que o espaco de Teichmiiller é isomorfo ao espago
vetorial de diferenciais quadraticos holomorfos. A segunda, mais geométrica, mostramos
que o espaco de Teichmiiller estd em bijecao com

3p—3 3p—3
R, 7 x R#P77,

via coordenadas de Fenchel-Nielsen.

Definicoes e lemas

Definicao 0.1. Dada uma superficie A suave, orientdvel e de género p > 2, e uma
estrutura conforme g em A, dizemos que o difeomorfismo

f:A—=(Ag)

¢ a marca da superficie de Riemann (A, g).

O espago de Teichmiiller T, é o espago de classes de equivaléncia de superficies de
Riemann marcadas em que (A, g, f) ~ (A h, f') se existe biholomorfismo (no caso de
p > 2, € equivalente a uma isometria)

k:(Ag)— (Ah)



tal que ko f € homotopica a f'. Uma marca de uma superficie de Riemann, é completa-
mente definida pela imagem de um sistemas de curva.

Figura 1: Sistemas de curva

Observagao 0.2. F interessante notar que, mesmo que duas superficies de Riemann
sejam isométricas, elas podem nao representar o mesmo ponto no espaco de Teichmiiller.
Um exemplo disso € o dito tor¢ao de Dehn:

So

Figura 2: Tor¢ao de Dehn: a diferenca entre as marcas das superficies é uma tor¢ao da
curva ¢1(a) em torno de uma ortogonal a ela.

Tome uma superficie Sy suave, orientdvel e de género p > 2. Sejam X; = (Ss,9) e
Xy = (99,h) com g e h representando uma mesma estrutura conforme em Sy. Sejam,
também, @1, ¢po marcas das superficies de Riemann X e Xs. Suponha que existe isometria

k:(Ag)— (A D).
Sejam c1 e ¢y as unicas geodésicas homotdpicas as curvas ¢1(a) e ¢o(). Entao,

[k(e))] = [K(r(a))] = [da(@)] = [ca-

Como k € isometria, o comprimento de c¢; € o mesmo de co, 0 que € um absurdo. Desse
modo, (X1, ¢1) nao € equivalente a (Xa, ¢2).

Definig¢ao 0.3. Um par de calgas é um dominio homeomorfo ao conjunto S C C definido
por
S={zeCild<l |s— 3|21 [s 4121},

e equipado com uma métrica hiperbdlica tal que o bordo € formado por geodésicas.



Utilizando um teorema existéncia de geodésicas internas aos pares de calca e um de
unicidade de hexdgonos hiperbdlicos demonstramos que:

Teorema 0.4. A estrutura conforme do dominio de trés circulos é unicamente determi-
nada pelos comprimentos li,ls,l3 das curvas geodésicas de seu bordo. Reciprocamente,
dados 1y, 13,13 > 0, existe um unico dominio de trés circulos com essas bordas.

Para o que segue, dois lemas sao necessarios:

Lema 0.5. Seja (A, g) uma superficie de Riemann e v : S* — (A, g) uma curva fechada
suave. Entao, existe unica geodésica em (A, g) homotépica a 7.

Lema 0.6. Sejam Sy,5; superficies munidas de métrica hiperbolica, com bordos dado
pelas curvas ¢y, ca (geodésicas com respeito a métrica) respectivamente, de tal modo que o
comprimento das curvas € idéntico.

Podemos, entdo, obter uma superficie S colando S1,S>. Ie. identificamos ¢, e ca com
respeito a um ponto inicial.

Além disso, essa nova superficie € munida de métrica hiperbolica tal que a restri¢cdo a
S; € a métrica hiperbdlica original de S; (1 =1,2).

Observacgao 0.7. Sabemos que a estrutura conforme de um par de calgas é completamente
determinada pelos comprimentos das geodésicas de bordo. Agora, a superficie obtida pela
colagem de dois pares de calgas, tem estrutura conforme completamente determinada pelos
comprimentos das geodésicas de bordo e pelo parametro de tor¢ao obtido da colagem.

i I ; glue pull tight
twist « .~ ——> _—

Figura 3: Como a torcao afeta o comprimento de arcos geodésicos. Note que a métrica
da superficie também depende da torcao na colagem.

Construcao das coordenadas de Fenchel-Nielsen

Dada uma superficie compacta orientavel A de género p > 2, escolhemos um sistema de
curvas como o da figura [I Dada uma estrutura conforme g e uma marca f, definida
pelas imagens f(6;) e f(g;), V1 < i < 3p — 3, sabemos que existem tnicas geodésicas
homotépicas a f(d;),1 < i < 3p— 3 em (A, g). Cortamos a superficie ao longo de tais
geodésicas, como na figura abaixo.



01 =

Figura 4. Decomposicao de uma superficie de género 2 em pares de calgas.

Obtemos, dessa forma, 2p — 2 pares de calcas e 3p — 3 geodésicas de bordo. Os com-
primentos das geodésicas de bordo sao ditos parametros de comprimento, e determinam
um mapa:

(I oy I3p3) : Tp — RI2,
Esse mapa é bem definido pois, se (A, g, f) ~ (A, h, f'), entao, existe isometria k : (A, g) —
(A, h), de modo que se clf é a geodésica em (A, g) homotépica a f(d;) e clf/, é a gepdésica
em (A, h) homotépica a f(9;), temos que:

k()] = k(F(6:))] = [f(6)) = ] ],

de modo que o comprimento de clf ¢ idéntico ao de clf " Assim, os parametros de compri-
mento sao idénticos.

Observe que as curvas da forma f(g;) s@o, ou homotdpicas a uma geodésica interior
ao par de calcas unida com um arco geodésico sobre o bordo desse mesmo par de calgas,
como na figura
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Figura 5: Caso 1

ou homotdpicas a uma geodésica (a esquerda, em vermelho), unida a um arco sobre o
bordo, unida a uma geodésica (a direita, em vermelho), unida a um arco sobre o bordo.
E facil ver que o comprimento desses arcos sao 0s mesmos.

Figura 6: Caso 2

O comprimento desses arcos sobre as geodésicas de bordo sao ditos parametros de
torcao, e definem o mapa:
(91, . Qgp_g) : 7;, — R373,
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Esse mapa é bem definido pelo mesmo motivo ( mod 27) da boa definigdo dos parametros
de comprimento. Contudo, como mapas que se diferenciam por uma torcao de Dehn nao
representam o mesmo ponto no espago de Teichhmiiller, segue que os parametros de tor¢ao
sao bem definidos.

Resultados e conclusao

Através da construcao das coordenadas de Fenchel-Nielsen, somos capazes de mostrar:

Teorema 0.8 (Teichmiiller). O espaco de Teichmiiller estd em bije¢ao com
R¥73 5 R3¥P3,

Note que, juntando as abordagens mencionadas, somos capazes de concluir que o
espago vetorial de diferenciais quadraticos holomorfos tem dimensao (complexa) 3p — 3.

Além disso, observe que fizemos algumas escolhas no caminho, e.g. sistema de curvas.
Contudo, é possivel demonstrar que a bijecao acima é independente das escolhas feitas.
Dessa forma, a terminologia Espago de Teichmiiller é justificada, pois podemos induzir
topologia em 7,,.



