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1 Introducao

A precificagdo de derivativos/instrumentos financeiros é um dos principais desafios da
area de financas quantitativas, especialmente diante do aumento da complexidade dos
instrumentos disponiveis no mercado. Muitos desses instrumentos, como opg¢oes e outros
tipos de derivativos, ndo possuem solugoes analiticas diretas, o que torna indispensavel o
uso de métodos numéricos para estimar seus valores com precisao.

Neste projeto, foi investigado o uso de simulagdes numéricas aplicadas a precificacao de
opcoes, com énfase na modelagem estocastica do comportamento dos ativos subjacentes.
A evolugao dos pregos foi modelada por equagoes diferenciais estocasticas (EDEs), que
permitem incorporar incertezas e flutuagoes observadas no mercado. A abordagem ado-
tada inclui o estudo tedrico de processos estocasticos, com destaque para o movimento
browniano, e a aplicagdo pratica desses modelos por meio de algoritmos de simulac¢ao
como o método de Monte Carlo.

Ao longo do trabalho, foram exploradas ferramentas matematicas fundamentais para
a construcao desses modelos, além de técnicas computacionais voltadas a geracao de
trajetérias e a andlise estatistica dos resultados. A proposta do projeto é fornecer uma
introducao solida aos conceitos centrais do calculo estocastico e suas aplicagoes no contexto

financeiro.

XXXIII Congresso de Iniciagdo Cientifica da UNICAMP — 2025 1



2 Metodologia

O projeto combina o estudo tedrico de processos estocasticos com a implementacao com-
putacional de métodos numéricos para precificacdo de opgoes. A base matematica é
fundamentada em Mikosch (1998). Considere que o prego de um ativo, ou uma func¢ao
dele seja gerado por um processo estocastico. Um processo estocastico X é uma familia

de variaveis aleatorias definidas num espaco €2, seja
(Xt eT)=(Xy(w),teT,weQ), (1)

onde t pertence a um conjunto 7' C R, chamado conjunto dos indices, geralmente associ-
ado ao tempo (Mikosch 1998, pg. 23).
Uma abordagem frequente em financas é considerar que os pregos sao modelados

através de equagoes diferenciais estocdsticas (EDEs) da forma
dXt = G(t, Xt) dt + b(t, Xt) dBt, XO = Y(w),

em que a e b representam as fungdes de tendéncia (drift) e volatilidade (ruido), respec-
tivamente (Mikosch 1998). Para a resolucao dessas equagoes, podem ser empregadas
abordagens analiticas e/ou numéricas.

A escolha das fungoes de tendéncia e volatilidade depende do ativo. Um dos modelos

mais utilizado é através do movimento Browniano geométrico, cuja definicao corresponde
a solucao da EDE:

dXt = /LXt dt + UXt dBt, (2)

com u e o constantes, e sua solu¢ao analitica, obtida via o Lema de [Ito, é:

X; = f(t, B;) = Xoexp Ku — 502) t+ O'Bt} ) (3)

Dois métodos para simular trajetérias sao os métodos de Euler—-Maruyama e de Mils-

tein (Mikosch 1998). No primeiro método, as trajetérias sdo aproximadas por
XM =x" ta(x™)A, +b(X™M)A,B, (4)
enquanto na versao de Milstein as trajetéria sao dadas por
XM =x" 4 a(x™)A; +b(X™)AB+ Qb(Xt VX)) [(ABR - A (5)

Com base nos conceitos tedricos apresentados anteriormente e nos fundamentos de
financas discutidos em Hull (2016), esses conhecimentos podem ser aplicados na preci-
ficacao de opgoes — derivativos financeiros cujo valor depende do comportamento de um

ativo subjacente, modelado por equagoes diferenciais estocasticas.
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As opg¢oes conferem ao titular o direito de compra (call) ou venda (put) de um ativo
por um prego fixado K (strike). As opgdes do tipo europeia s6 podem ser exercidas no
vencimento, enquanto as americanas permitem o exercicio a qualquer momento até essa
data.

A precificagao busca determinar o valor justo da opgao com base em parametros como
volatilidade o, taxa de juros r, preco inicial X, e tempo até o vencimento 7. Esse valor
é dado pelo valor esperado do payoff futuro, ajustado por um fator de desconto.

A fungdo de payoff para essas opgoes é dada por (X7 — K)T = Xp — K se Xy > K,
e 0 caso contrario, onde Xr representa o valor do ativo no vencimento. No caso da
opcao europeia, de compra ou venda, tem-se uma solugao analitica do preco da op¢ao. No
entanto, no caso de opgoes mais exoticas, nao existindo uma solugao analitica, a simulacao
de trajetorias ¢ o método mais empregado, em que o valor esperado do payoff ¢ dado pela
média dos payoff das trajetérias simuladas.

Para melhorar a eficiéncia das estimativas os dois métodos mais utilizados de reducao
de variancia sdo o uso de varidveis antitéticas e de controle; veja, por exemplo Silva (2012,

segao 2.2).

3 Resultados e Discussao

Para ilustrar o método de precificacao através de simulacao ele é aplicado para precificar

opc¢oes europeias e americanas.

3.1 Opcoes europeias

Como no caso das opgodes europeias temos uma solugao analitica, podemos verificar di-
retamente o desempenho do método de estimagao através de simulacdo. Como exemplo,
considere uma opc¢ao de compra com os seguintes parametros Xy, = 50, K =45, 0 = 04,

r = 0,1. O preco tedrico da opcao, pela férmula de Black—Scholes, é de R$ 6,248. Na

30
252

rando o ano com 252 dias tteis, temos 1000 passos.) Para estudar o efeito do ntimero de
trajetorias, consideramos (100, 1000, 10000, 100000) trajetérias.

A Tabela 1 apresenta os resultados baseados em diferentes niimero de trajetorias.

simula¢ao considere T = (tamanho do passo A nas equagbes (4) e (5). Conside-

Sao apresentados os resultados quando as trajetorias foram geradas pelos métodos Eu-
ler—-Maruyama e Milstein. Adicionalmente, as variaveis antitéticas utilizadas foram as
utilizadas em Silva (2012, se¢ao 2.2.1). Para se ter uma ideia das incertezas nas amostras
dadas pelas trajetorias, em MC (MBG) consideramos amostras da distribui¢ao verdadeira
no final do periodo dada pela equagdo (3). Em MC (Antitético) sao dadas as mesmas
estimativas dadas em MC (MBG) quando sao utilizadas variaveis antitéticas.

A anélise dos resultados indica que: i) Em todos os casos as diferencas entre os valores
estimados sao menores do que dois erros padroes; ii) os erros padroes dos métodos de Euler-

Maruayama e Milstein sdo préximos dos desvios padroes das estimativas MC (MBG);
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iii) o método de redugao de varidncia, que utiliza variaveis antitéticas reduz bastante o
erro padrao; e iv) o método de Milstein teve desempenho ligeiramente superior ao de
Euler-Maruyama.

Foi também realizado um estudo sobre o efeito tamanho dos passos, mas os resultados

nao sao apresentados.

Tabela 1: Precos estimados da opc¢ao (em R$) por diferentes métodos e niimeros de tra-
jetérias. Preco tedrico: R$ 6,248. Entre parénteses temos os erros padroes das estimativas

do precgo estimado.

Método Numero de Trajetorias

100 1000 10000 100000
MC (MBG) 6,441 (0,615) | 6,395 ( 0,190) | 6,210 (0,060) | 6,241 (0,019)
MC (Antitético) 6,310 (0,171) | 6,259 (0,060) | 6,287 (0,019) | 6,248 (0,006)
MC (Euler-Maruyama) | 6,539 (0,563) | 6,084 (0,192) | 6,134 (0,059) | 6,274 (0,019)
MC (Milstein) 6,046 (0,533) | 6,053 (0,186) | 6,287 (0,059) | 6,259 (0,019)

3.2 Opgoes americanas

Com base em Silva (2012), apresentamos os resultados do método de Longstaff-Schwartz
(LSM) para a precificagdo de opgoes americanas de venda, conforme proposto original-
mente em Longstaff e Schwartz (2001). As simulagoes foram realizadas para a mesma
opgao ilustrada em Silva (2012, segdo 3.2.3), isto é, com pregos iniciais Xy = 28, 30, 32,
taxa de juros de 5% ao ano, vencimento em 1 ano, preco de exercicio de 30 e volatilidades
de 10%, 20% e 40%. Assim como em Silva (2012), foram utilizadas 100.000 trajetérias
em cada simulagao de Monte Carlo, com 50 datas de exercicio e funcoes base de Laguerre
de dimensao 4.

Foi realizado o mesmo experimento de Silva (2012, se¢ao 3.2.3) para selegao das fungoes
base. Para tanto, é utilizado o fato de que o pre¢o de uma opc¢ao americana sem paga-
mento de dividendos coincide com o de sua correspondente europeia, que como vimos,
tem solugao analitica. Comparando os pregos estimados pelo (LSM), constatamos que a
dimensao 4 das fungoes de Laguerre foi suficiente para uma boa aproximacao.

Como forma de verificagdo dos resultados obtidos pelo algoritmo implementado, foram
utilizados como referéncia os valores apresentados na Tabela 3.3 da dissertacao de Silva
(2012), tanto para o método de Longstaff-Schwartz (LSM) quanto para o método binomial,
ambos empregados na precificacdo de opcoes na referida obra.

Os resultados deste projeto foram comparados com os de Silva (2012, se¢ao 3.2.3),
que utilizou os métodos LSM e binomial para precificagdo de opgoes. Os valores obtidos
foram proximos, como mostrado na Tabela 2, evidenciando a confiabilidade dos algorit-
mos implementados. Os valores obtidos pelo método binomial servem como referéncia, e
observa-se que, em alguns casos, os resultados apresentados por Silva (2012, segao 3.2.3)

sao superiores aos encontrados na nossa implementacao e, em outros, inferiores.
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Tabela 2: Precgos estimados de opgoes americanas pelo método de Longstaff-Schwartz
Na

coluna LSMP, estao os valores simulados; nas colunas Silva (LSM) e Binomial, os valores

com 100.000 trajetorias, para diferentes volatilidades (o) e valores iniciais (Xp).

apresentados em Silva (2012).

o Xop =30 Xop =28 Xo =32

LSMP | Silva | Binomial | LSMP | Silva | Binomial | LSMP | Silva | Binomial
0.1 0.724 0.725 0.731 1.994 1.989 2.005 0.221 0.209 0.223
0.2 1.828 1.827 1.827 2.807 2.816 2.815 1.147 1.136 1.145
0.4 4.084 4.100 4.100 4.952 4.961 4.962 3.367 3.363 3.379

4 Conclusoes

O projeto forneceu uma base sélida nos fundamentos teéricos e computacionais da mode-
lagem estocastica de precos de ativos financeiros, abordando a aplicacao do Lema de Ito
para a solugao analitica da EDE (movimento Browniano geométrico) e métodos numéricos
de discretizacao, como Euler-Maruyama e Milstein.

Na precificacao, utilizou-se o método de Monte Carlo para estimar o valor de opcoes
europeias, validado pela formula de Black—Scholes. O uso de variaveis antitéticas foi eficaz
na reducgao da variancia, melhorando a precisao das estimativas. Para opgoes americanas,
foi utilizado o método de Longstaff-Schwartz, que combina simulagoes de Monte Carlo
com regressoes por quadrados minimos para estimar o exercicio 6timo.

O projeto também contribuiu para o desenvolvimento da intuicao financeira e da au-
tonomia computacional. Como continuidade, propoem-se expandir o estudo para opgoes

exéticas e aprofundar o controle estocastico, com foco em alocacao 6tima de portfolio.
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