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1. INTRODUGAO

Estabilidade e equilibrio sdo conceitos centrais ha engenharia mecanica, desempenhando papeis
cruciais na analise e no controle de sistemas fisicos. O péndulo invertido estabilizado € um mecanismo
gue opera com base na estabilizacdo dindmica, que avalia como as oscila¢gdes se comportam ao longo
do tempo e a presenca de forcas restauradoras que atuam para trazer o sistema de volta ao equilibrio,
conceito introduzido por Stephenson (1908) em seu trabalho “On an Induced Stability” e aplicado no
péndulo invertido estabilizado por Pyotr Kapitza em 1951 no seu artigo, “Dynamic Stability of the
Pendulum with Vibrating Suspension Point”. Esse sistema apresenta um comportamento paradoxal, no
gual a posicao invertida pode ser estabilizada por vibragdes verticais de alta frequéncia aplicadas ao
ponto de suspensao.

As bases para compreender esse comportamento foram langadas por Henri Poincaré, que
introduziu os conceitos fundamentais das vibracfes e dinamicas nao lineares, além de ter contribuido
significativamente para os estudos de estabilidade em sistemas mecénicos (Rao, 2018).

Este estudo analisar4d o comportamento do péndulo invertido sob trés perspectivas: humérica,
analitica e experimental. A validagdo numérica sera realizada por meio de métodos iterativos como
Runge-Kutta, simulando a resposta dindmica para diferentes condi¢bes iniciais de frequéncia e
amplitude. A abordagem analitica sera conduzida com o uso do método de média, o qual permite uma
compreensdo mais aprofundada da equacéo de movimento (Strogatz, 2015).

Por fim, a validagdo experimental sera baseada na dissertagdo de mestrado de Tiago Santos, “O
péndulo de Kapitza: equilibrando o instavel” (Santos, 2023), que servira de referéncia para o arranjo
experimental. Os testes serdo conduzidos em laboratério, utilizando um protétipo fisico do péndulo de
Kapitza, com o objetivo de verificar as previsdes tedricas e complementar o estudo do péndulo.

2. DISCUSSAO

2.1 MODELAGEM ANALITICA

Uma equacao diferencial € uma equacao que envolve a taxa de variacao da variavel
dependente em fung&o de outra(s) variavel(is) independente(s). Dessa forma, o problema de resolver
uma equacéo diferencial com condi¢8es iniciais € conhecido como um problema de valor inicial (PVI).
Durante o estudo do péndulo de Kapitza, serdo fornecidas diferentes condi¢des iniciais, como angulo
inicial e frequéncias de excitagdo, para analisar condigbes de estabilidade em diferentes situagdes.

A analise inicial considerou péndulos comuns que apresentam comportamento estavel e
tendem a retornar ao seu estado original, ou seja, posicionados para baixo. A Figura 1 mostra o
comportamento do péndulo fisico comum, ilustrado na Figura 2.
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Figura 1: Representacdo grafica do movimento de um Figura 2: Péndulo fisico
péndulo fisico oscilando para baixo, mostrando a variagédo
do angulo (rad) ao longo do tempo (s).

Entretanto, em um sistema invertido apresenta o ponto de equilibrio € naturalmente instavel
guando posicionado verticalmente para cima. Nesse estado, a energia potencial gravitacional esta em
seu maximo, e qualquer pequena perturbacao cria uma forga que afasta o péndulo dessa posicéo.
Dessa forma, o sistema n&o tende, por si s6, a retornar a posi¢do de equilibrio invertida.

Em um péndulo invertido, os parametros que governam o sistema sdo: massa, amplitude do
movimento, comprimento do corpo, momento de inércia, frequéncia natural, oscilacdo do pivod e o
angulo com a posicao vertical.

Quando esse tipo de péndulo é estabilizado em sua posicao invertida por meio de oscilagdes
de alta frequéncia no pivd, sua dindmica pode ser modelada por uma equacéo de Mathieu que
guantifica a intensidade da excitagdo paramétrica aplicada ao sistema:

&x + (6 +ecos(wt))x =0 (1)

dt?
Considerando o péndulo como um corpo rigido, ele possui um momento de inércia | em relacdo
ao ponto de suspenséo. A equacao exata de movimento especifica para o péndulo de Kapitza, com o
angulo medido a partir da posicao invertida no sentido horario, é obtida por meio da dinamica
Lagrangiana, gerando como resultado a seguinte equacao:
2 2 2
% (— %+4%%c0527)sin9=0 2)
Linearizando, obtemos uma equac¢éo na forma da equacéo de Mathieu (Eq. 1).

Os termos tém os seguintes significados fisicos:

w3, x A TPV
s relacéo entre frequéncia natural e de excitacao;

4ml? i R . -
. mT : sensibilidade & excitacdo externa;

. %: intensidade relativa da excitacéo;

e cos(27): funcao periddica representando a excitacao paramétrica.

Ao plotar um gréfico de (a/l) por (w?/w?), € possivel visualizar as regides de estabilidade e
instabilidade. Esses resultados serdo analisados na proxima secao.

Com a equacao deduzida, é necessario encontrar as condi¢cdes que podem estabilizar o sistema
na posicédo invertida. Para isso, utiliza-se 0 método da média temporal, descrito por Strogatz (2015),
gue estuda o mecanismo por trds desse comportamento explorando dindmicas em escalas de tempo
diferentes.

O método consiste basicamente em decompor o deslocamento angular em duas partes: um
movimento lento 8(t), associado a evolug¢ao de longo prazo da orientagdo do péndulo, e um
componente rapido &(t), causado pela vibragéo de alta frequéncia do pivo:

@) =0(t) +4(t) ®3)
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Figura 3: Péndulo realizando uma oscilagdo completa da posicao A para B, simétrica em relacéo ao
ponto O, visto de um referencial inercial. A linha tracejada representa a posicdo média do péndulo, formando
angulo 6 com a vertical e 6 com a posicao real.

Fonte: Adaptado de Santos (2023).

E possivel descrever o movimento médio do péndulo ao decorrer de um longo periodo, através
de célculos feitos a partir da posicdo média, ao realizar os céalculos chegamos aos seguintes resultados:

. 2
Equacdo de movimento: 6’ + (% - %) 0'=0 (4)
Frequéncia estavel: wsgpe = \/(% - %) (5)
Condicéo de estabilidade: wA > /% (6)
Angulo maximo: 6,,,,, = acos (%) (7

Percebemos que o motivo fisico central da estabilidade invertida esta na inércia média, que produz
um torque restaurador. Se esse torque for suficientemente intenso, ele pode superar o torque
gravitacional, impedindo que o péndulo caia.

2.2 ANALISE DE ESTABILIDADE

Para investigar as regides de estabilidade e as caracteristicas do movimento do péndulo de
Kapitza, resolvemos numericamente as equacdes de movimento utilizando o solver ode45 do
MATLAB, que implementa um método de Runge-Kutta adaptativo.

of inverted pendulum under parametric excitaction  (): representam condicdes de estabilidade, nas quais
0 péndulo pode ser mantido préximo a posicéo
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Figura 4: Mapa de Estabilidade do Péndulo Invertido sob Excitacdo Paramétrica

O mapa de estabilidade foi gerado por meio da simulacdo de uma matriz [10 x 10] de
combinacdes de angulo inicial e velocidade angular inicial. O gréfico relaciona duas medidas: a razdo
entre a amplitude do pivd e a distancia ao centro de massa (A/L), e relaciona a frequéncia natural com
a frequéncia do pivo (w?/w?).
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O critério de estabilidade adotado exige que, durante toda a simulacao, o angulo ao redor de
zero permaneca menor ou igual ao deslocamento angular inicial.

A andlise revela que as regides de estabilidade ocorrem quando baixas amplitudes sao
combinadas com altas frequéncias, demonstrando que os resultados estdo consistentes com os

. .~ . , 291 ~ .
resultados analiticas, e que a condicdo de estabilidade é dada por: wA > /%, essa equacao define o

limite em que o torque inercial restaurador se torna suficientemente forte para superar o torque
gravitacional desestabilizante.

3. EXPERIMENTACAO E RESULTADOS

O paper “O péndulo de Kapitza: equilibrando o instavel” (Santos, 2023), serviu como base
conceitual e técnica tanto para o projeto mecéanico quanto para a aplicacao educacional.

A construcdo do aparato experimental envolveu: a impressao 3D da estrutura fisica utilizando
filamento PLA, usinagem de pec¢as em aluminio para maior resisténcia, projeto do sistema elétrico,
programacao do microcontrolador (Arduino) em C++, e por fim, a montagem de todos os componentes.

O circuito foi projetado para controlar e monitorar um motor DC utilizando um Arduino UNO. Ele
integra componentes-chave, incluindo uma fonte de alimentacao de 12V, um MOSFET de canal N, um
sensor de corrente, um display LCD 16x2 com interface 12C e uma chave liga/desliga tipo rocker.
Todos os elementos estdo conectados através de uma protoboard, facilitando a montagem e os testes.
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Figura 5: Prototipo completo (mecéanico e elétrico)

A alimentacao é fornecida por uma fonte regulada de 12V DC, que passa por uma chave
rocker, permitindo ao usuario ligar e desligar o sistema com facilidade.

O controle do motor é feito através de um transistor MOSFET de canal N. O source do
MOSFET esta conectado a alimentagcédo e ao GND do Arduino, o dreno esta conectado ao terminal
negativo do motor DC. O outro terminal do motor esta conectado ao trilho de 12V. O gate do MOSFET
€ conectado a uma saida digital PWM do Arduino e é utilizado para controlar os pulsos e a frequéncia
enviados ao motor. O transistor é necessario para aumentar a corrente de 40 mA para o valor
necessario ao funcionamento do motor.

Um sensor de velocidade de rotacdo é utilizado para fornecer um feedback sobre a frequéncia
de operacado do motor, ajudando a entender qual é a frequéncia estavel especifica do sistema.

Um display LCD 16x2 com interface 12C € utilizado para exibir os resultados fornecidos pelo
sensor.

Todo o sistema é montado sobre uma protoboard, o que permite prototipagem rapida e
modificagBes simples. O Arduino UNO ¢é alimentado via sua porta USB, que também permite a
programacdo e o monitoramento serial.

Como esperado, os resultados foram semelhantes a teoria apresentada neste trabalho. Quando
a frequéncia é baixa, o estado de equilibrio € voltado para baixo. Quando o motor opera em altas
frequéncias, o péndulo permanece estavel na posi¢cao invertida, confirmando o comportamento
previsto pelo modelo de Kapitza.
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Figura 6: Diagrama elétrico real de todo o circuito.

A transicdo do comportamento instavel para estavel ocorreu experimentalmente na faixa de
frequéncia entre 60 Hz e 65 Hz, o que é consistente com a frequéncia critica calculada analiticamente:

Wstable = \/((wAMd)Z — ﬂ) = 63.5Hz

213 I,
Além disso, pequenos desvios da posigao vertical em altas frequéncias foram naturalmente
corrigidos pela dindmica do sistema, indicando a presenga de um “potencial efetivo restaurador”
descrito na teoria.
Os resultados confirmam que o protétipo fisico se comporta de acordo com o modelo médio de
Kapitza, validando tanto as simulagdes numéricas quanto as previsdes analiticas apresentadas

anteriormente neste trabalho.

4. CONCLUSAO

O estudo confirmou que oscilacdes verticais de alta frequéncia sdo capazes de estabilizar um
péndulo invertido. A coeréncia entre modelo analitico, simulagdes numeéricas e resultados
experimentais refor¢a a validade do modelo de Kapitza. O sistema se mostra promissor como
ferramenta didatica para exploracéo de dindmica nao linear e estabilidade em sistemas fisicos.

O péndulo de Kapitza, embora aparentemente simples, encapsula principios fisicos profundos
com aplicacdes que transcendem a engenharia mecénica, alcancando areas como robotica, teoria de
controle, ressonancia paramétrica e até mecanica quantica.
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