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1. INTRODUCAO

Sistemas mecdnicos estdo sujeitos a vibra¢des que, em
muitas aplica¢des, podem causar falhas por fadiga de-
vido a oscilacdes e carregamentos ciclicos. Este projeto
tem como objetivo propor um modelo dindmico e o de-
senvolvimento de absorvedores de vibracdo néao lineares,
visando estudar o comportamento do sistema sem e com
controle.

2. MODELO MATEMATICO

M

Dado o sistema massa-mola amortecido, com um tnico
grau de liberdade sem a suspensdo eletromagnética(acdo
de controle), utiliza-se a segunda lei de Newton eq(1)
para construir a equagdo caracteristica do sistema.

Y F=Mx" (1)

Adotado o refencial, substitui-se o somatério de forgas
pelos termos -cx’ e -kx referentes ao amortecimento

viscoso e a mola, resultando na equacao diferencial que
caracteriza o movimento vertical do sistema.

2

Mx" + cx' + kx = mew* sin(wt) )

Para resolver a equagdo (2), admite-se uma solugdo da
equacdo homogénea da forma

x(t) = Cw(—é-ﬂ-@)w,,t + Cze(—é—v {2=1)wyt )

onde CieC, sdo constantes arbitrarias do sistema
definidas pelas condicdes iniciais xg e xo.

J& para a parte particular, uma forca F(t), gerada por uma
massa m desbalanceada de ecentricidade e e angulo wt
também espera uma solu¢do harmonica. Assim,
admite-se que esta esteja na forma

xp(t) = Xsin(wt — @) 4)

onde X e ® sdo constantes a determinar. X e ®
representam a amplitude e o 4ngulo de fase da resposta,
respectivamente. Agora, substituindo a equacédo (4) na
equagdo (3) obtém-se

X[(Mw? — k)sen(wt — ®) + cweos(wt — P)]

= mew? sin(wt) )

e, usando as relagdes trigonométricas para a subtracdo de
arcos e manipulacdo algébrica da expressdo, a solugao da
equacdo (5) é

X — mew2 (6)
[(k — Mw?)? + 2w?]2
_ cw
® = tan~! (k— sz) 7)
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Dividindo o numerador e o denomidador da equagdo (17)
por k e fazendo as seguintes substituicdes

o JE
TV M
7= c_ ¢ _ c
CC ZMwn V Mk
c
M - Zgwn
2
Ost = mekw (deflexdo sob a forca estética Fy = mew?)
obtém-se
X 1
2= - ; ®)
- @) el
ou
X 1
— = ©)

bt~ =2+ (2002

3. REsurTaDOS E DI1scussOEs

Com a dedugdo e anélise da solucdo da equacgdo
diferencial que descreve o movimento do sistema, é
possivel observar que, conforme o tempo tende ao infinito,
a solucdo do problema caminha somente a solugdo da
parte particular do modelo. Assim, é possivel construir
gréficos que demonstram o comportamento do sistema
conforme a oscilacdo de diferentes varidveis do problema.

50
— 7=0.01
—— 7=0.05
40 + B
—— Z=0.1
7=0.3
30t
&
X
20
10 |
0
0

r=w/tlg

Observa-se que, a medida que a razdo de amortecimento
de um sistema aumenta, a amplitude maxima de oscilagdo
tende a diminuir. Esse comportamento evidencia o papel
do amortecimento na dissipacgdo de energia vibratéria e

no controle das amplitudes de resposta. Além disso, para

um mesmo valor de razdo de amortecimento, verifica-se
que a amplitude da resposta do sistema cresce a medida
que a razdo entre as frequéncias se aproxima de 1. Isso
ocorre porque essa condi¢do representa a proximidade
com a ressondncia, situacdo na qual o sistema apresenta
maior sensibilidade as excitagdes externas.

4. ACAO DE CONTROLE

Nesta etapa da pesquisa, serdo aplicadas duas leis de
controle com o objetivo de estudar a resposta do sistema
através método do balango harménico e do integrador
numério ode45 do MATLAB (método de Runge-Kutta de
quarta ordem com passo adaptativo).

4.1. Lei de controle I

A equagdo de movimento com a agdo de controle para o
problema em estudo é dada por:

Mii + cit + ku = mpew? sin(wt) + F.(t) (10)

Primeira Lei de Controle a ser analisada:

F.(t) = —Geii® (11)
Substituindo na Eq. (1), temos:

.. . 2 _ (Mo 2 . B & .3
Ui + 20wt + wyu = (M) ew” sin(wt) (M) w (12)
Solugido via método do balan¢o harmdnico:
u(t) = Xsin(wt — ¢) (13)

Substituindo (4) em (3), obtemos:

— w?Xsin(wt — ¢) + 2lwpwX cos(wt — ¢) + w3 X sin(wt — ¢p) =
(%) ew? sin(wt) — (%) (wX cos(wt — ¢))3

(14)
O termo néao linear:

_3Gw’X?

Gc 3
(M) (wX cos(wt — ¢)) i cos(wt —¢) (15)

Substituindo:

3G.w3X3 m

2 2 c . 0 2

(wy; —w”)X cos ¢ + <2§wnwx+ A )smcp_ (M>ew
(16)

3G.w3X3

—(w? — w*)Xsing + (2gwnwx + =

) cosp =0 (17)

Eliminando ¢:
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3G.w’X?)° Mo\ 2
2 2\232 c 0\° 2 4
(w; —w™)*X —|—(2§wan+ AN ) —( )ew

Com isso, obtemos a equagdo polinomial:

w03Z% + 007> + qZ 4+ a9 =0, com Z = X? (19)

- 9G2w® = 30 Gewnw?
3 — 16M2 ’ 2 = M s
Mo\ 2
1 = (w2 —w?)? + 2Qwuw)?, ag=— (ﬁo) Pw
4.2. Lei de Controle II

A segunda lei de controle a ser estudada neste trabalho é
dada por:

E.(t) = —Geu® (20)

Substituindo a for¢a de controle na equagdo de
movimento:

i + 20wt 4+ wiu = (%) ew? sin(wt) — <]C:/;> ud (21)

Assumindo a resposta harménica:
u(t) = Xsin(wt — ¢) (22)

Substituindo (14) em (13):

— WX sin(wt — ¢) + 2{wnwX cos(wt — ¢) + w2 X sin(wt — ¢) =

(%) ew? sin(wt) — (%) (Xsin(wt — ¢))*
(23)

O termo ctibico:

3

AP 5 3GX3
(M) (X sin(wt — ¢))° ~ AN sin(wt —¢)  (24)

Substituindo:

2 2 . o @ 2 3G5X3
(Wi — w*)X cos ¢ + 2fwpwX sing = (M>ew i cos ¢
(25)
G X3
i sin ¢ (26)
Eliminando ¢, obtemos a equacao algébrica:

—(w? — W)X sin¢ + 2LwpwX cos ¢ = 3

2
2 2\2%2 2 _ mp 2_3GCX3
(Wi — W) X+ (2LwywX)” = <(M)ew M
27)
Colocando Z = X?, chega-se a um polinémio:
B2+ poZ? + 17+ Po =0 (28)

Com coeficientes:

[ 9G? ([ 3Geew?my
bs=\teaz) 2=~ Tz )/

2, 4.2
Br = (@f — P + (2fwiw)? + ( ‘Xé””) , Bo=0

O diagrama da amplitude em fung¢do da frequéncia pode
ser obtido pela solucdo da Eq. (27), para cada frequéncia
de excitagdo considerada. Importante observar que, ap6s
resolver a Eq. (27), é necessério fazer X = /Z para obter
a amplitude de oscilagdo da estrutura.

4.3. Resultados da Acao de Controle
Obtidas as solugdes analiticas aproximadas do modelo
matematico utilizando o HBM, utilizou-se o MATLAB
para produzir as curvas de resposta em frequéncia para
cada uma das leis de controle variando o parametro do
ganho de controle G. e o amortecimento { do sistema

primario.

sem conirole
com conirole

X [mm|

0.9 095 1 1.05 11 115 12

Figura 1: Método do HBM para a Lei de controle I com G, = 100 e
=001
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sem controle
com controle | 4
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Figura 2: Método do HBM para a Lei de controle II com G. = 100 e
=001
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Figura 3: Simulagdo ode45 para a Lei de controle I com G. = 100 e
=001
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sem controle (\(\omega!) =\(\omega_n\)}
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Figura 4: Simulagdo ode45 para a Lei de controle II com G, = 100 e
=001

Analisando os graficos, observa-se que a Lei de Controle I
apresenta maior eficiéncia na reducdo das amplitudes de
vibragdo do sistema em comparagdo a Lei de Controle II.
Essa diferenga de desempenho foi constatada tanto pelas
andlises via método do balango harmoénico quanto por
meio das simulagdes com o integrador numérico ode45,
considerando as mesmas condigdes iniciais para G e . A
aplicacdo da Lei de Controle I resultou em amplitudes
significativamente menores, o que indica um efeito mais
efetivo do ganho de controle na atenuagdo das oscilagdes.

Refazendo as simulagdes para uma nova razao de
amortecimento ¢ = 0,001, observa-se que a amplitude
total de oscilagdo do sistema aumentou em
aproximadamente dez vezes em relagdo as simulagoes
anteriores com ¢ = 0,01. Além disso, nota-se que a Lei de
Controle I mantém sua estabilidade e amplitude maxima
de oscilagdo praticamente inalteradas,
independentemente do valor de (. J4 a Lei de Controle II
demonstrou, novamente, menor eficiéncia no controle do
sistema; contudo, para um sistema com menor rigidez
estrutural, ela promove uma atenua¢do mais suave na
resposta vibratdria total.

180 T T T T T

sem controle
com controle | 4
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Figura 5: HBM para a Lei de controle I com { = 0,001
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Figura 6: HBM para a Lei de controle II com { = 0,001
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Figura 7: ode45 para a Lei de controle I com { = 0,001
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Figura 8: ode45 para a Lei de controle Il com { = 0,001

5. CoNcLusAo

Este trabalho teve como objetivo o estudo e controle de
vibragdes em sistemas mecénicos submetidos a excitagdes
periédicas, com foco na modelagem dindmica de um
sistema massa-mola amortecido e na implementacéo de
estratégias de controle ndo linear. Partindo da formulagdo
da equagdo de movimento e da caracterizagdo da resposta
dindmica por meio de solugdes analiticas e numeéricas, foi
possivel investigar o comportamento do sistema em
diferentes condigdes operacionais e sob distintas leis de
controle.

Foram avaliadas duas abordagens de controle néo linear:
a primeira, dependente do cubo da velocidade, e a
segunda, baseada em uma fungéo ctibica mista de

deslocamento e velocidade. A andlise foi conduzida por
meio do método do balan¢o harménico (HBM) e do
método numérico ode45, permitindo avaliar a resposta do
sistema tanto em regime permanente quanto em
transiente.

Os resultados indicaram que a Lei de Controle I
promoveu uma reducdo mais significativa das amplitudes
de vibracdo em comparacdo a Lei de Controle II,
considerando as mesmas condi¢des para os pardmetros
Gc e ¢. Essa conclusao foi sustentada por ambas as
abordagens metodoldgicas aplicadas. A atuagdo da Lei de
Controle I se mostrou mais eficiente na dissipagdo da
energia vibratéria e no amortecimento da resposta
dindmica, resultando em menores amplitudes e
comportamento mais estdvel. Isso evidencia o potencial
dessa lei para aplicagdes praticas em sistemas que operam
sob excitag¢des ressonantes ou em ambientes sujeitos a
variagOes de carga.

Além disso, o estudo reforca a importancia do controle
ndo linear como ferramenta versitil e eficaz no tratamento
de sistemas mecanicos complexos, especialmente em
situagdes nas quais técnicas lineares convencionais ndo
apresentam desempenho satisfatério. A andlise conduzida
oferece uma base sélida para o desenvolvimento de
dispositivos de controle semiativos ou hibridos, com
possivel integracdo a sistemas de recuperacido de energia.
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