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INTRODUCAO

Para muitas equagoes diferenciais parciais que modelam fenomenos fisicos, biolégicos, entre
outros, nao é possivel obter solugoes explicitas, nem provar diretamente existéncia de solugoes
classicas. Mas em alguns desses casos ¢ possivel obter a existéncia e propriedades de solugoes
fracas, que podem nos dar informacoes sobre o fenémeno estudado.

O método de Galerkin consiste em considerar uma equagao diferencial parcial (EDP) ou um
sistema de EDPs e aproximar espagos de funcoes de dimensao infinita, relacionados aos espagos
de fungoes das solugoes, por espagos de dimensao finita n (utilizado sua base de Schauder, por
exemplo). Com isso obtem-se problemas auxiliares, envolvendo sistemas de equagoes diferenci-
ais ordindrias, e uma sequéncia de solugoes aproximadas. Utilizando estimativas de energia ¢é
possivel passar ao limite n — oo e obter uma solugao do problema original.

Tendo isso em vista, neste trabalho tivemos por objetivo aplicar o método de Galerkin para
obter a existéncia da solucao fraca para a equacao do calor, bem como mostrar sua unicidade.

RESULTADOS

Seja U um subconjunto aberto e limitado de R™. Defina Uy = U x (0, T], para um tempo
final 0 < T' < +o00. Estudaremos a equacao do calor no seguinte problema de valor inicial:

uy — Au = f em Ur
u=0em OU x [0,T] (1)
u=gemU x {t =0},

onde f: Upr = Reg:U — R sdo funcdes dadas, u : Ur — R é a incégnita, u = u(x,t), e
2

0
A=>7" 2 é o Laplaciano.

Definigao 1. Uma fungao u € L*(0,T; HX(U)), com u' € L*(0,T; HY(U)), é uma solugio
fraca para o problema (1) se

i) (W, v) + (Vu, Vo) = (f,v) para toda v € H}(U) e quase todo 0 <t < T, e

it) u(0) = g.
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Aqui, (-,-) denota o produto interno em L?*(U),V o gradiente e (-,-) o pareamento entre
H=Y(U) e Hy(U).

Para mostrar a existéncia de uma solugao fraca para o problema (1), utilizamos o método
de Galerkin, que consiste em obter aproximacoes em dimensao finita n para esse problema e
passar o limite fraco n — oc.

Sejam wy, = wi(z), k = 1,2,3, ..., fungdes suaves tais que {wg}32; é uma base ortogonal

de H}(U) e uma base ortonormal de L?(U), por exemplo as autofungoes do operador —A em
Hy(U).

Teorema 1. Para cada m € N, existe uma fungao w,, : [0,T] — H(U) da forma

= d(w (2)

k=1

satisfazendo
dy,(0) = (g, wi), k=1, .om

<u;n7 wk) + (V’LL, VU) = (f? wk)? (3)
para 0 <t<T ek=1,...m

Ideia da prova. Se u,, tiver a forma (2), entao, como {wy}?2, é base ortonormal em L*(U),

temos que
(w), (8), we) = /().
Além disso,

(Vu,,, Vwy,) = i”: (Vwy, Vwy)d., ().
=1
Denotando f*(t) := (f(t), wy), obtemos o sistema de EDOs lineares
)+ i (Vwy, Vuyg)d, (1) = f*(1), (4)
para k = 1,...,m, que possui solugcao ul;lca pelo teorema de existéncia e unicidade. W

Para poder passar o limite m — oo em (4), precisamos da seguinte estimativa.

Lema 1. Eziste uma constante C dependendo apenas de U, T e dos coeficientes de L tal que
max ||u,,(t )||L2(U) + ||um||L2(o,T;H3(U)) + ||u;n||L2(o,T;H*1(U)) < C(||f||L2(o,T;L2(U)) + ||g||L2(U))7

0<t<T

para cada m=1,2,3,...

Teorema 2. Eziste pelo menos uma solugao fraca para o problema (1).
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Ideia da prova. Do Lema 1, obtemos que as sequéncias {u,,}5°_, e {u,}>°_, sdo limitadas,
respectivamente, em L2?(0,T; H3(U)) e em L?(0,T; H~'(U)). Entao existe uma subsequéncia
{u,, 122, € {un}e, e uma fungao u € L*(0,T; H}(U)), com u’' € L*(0,T; H*(U)), tais que

u, —~u em L*0,T; H}(U))
u, —u' em L*(0,T; HY(U)).

my

Fixe N € N e defina v € C'([0,T); H}(U)) da forma v(t) = ,2\;1 d*(t)w”, onde {d*}¥_,
sao funcoes suaves.

Escolha m > N. Multiplicando (3) por d*(t), somando em k = 1,..., N e integrando com
respeito a t, obtemos

/O v+ (Y, V)] di = /0 vt

Tomando o limite fraco m — oo, obtemos

/0 (0, v) + (Vu, Vv)] dt = /0 (f, v)dt. (5)

Note que (5) vale para cada v € L*(0,T; H}(U)), pois fungoes dessa forma sao densas nesse
espaco. Em particular, temos que

(u',v) + (Vu, Vv) = (f,v). (6)
Agora, para ver que u(0) = g, de (5) temos que

/0 (v 1) + (Vu, V)] dt = /0 (£, v)dt + (u(0), v(0))

vale para todo v € C'([0,T]; H}(U)) tal que v(T) = 0. Analogamente, temos que

T T
/ (v 1) + (Via, VV)] df = / (£, v)dt + (1 (0), v(0)).
0 0
Escolhendo m = m; e tomando o limite fraco, obtemos

(u(0),v(0)) = (g,v(0)).

Como v(0) ¢é arbitrario, segue que u(0) = g. W

Para mostrar a unicidade da solu¢ao do problema (1), utilizaremos o seguinte lema.
Lema 2. Seu € L*(0,T; Hy(U)) e’ € L*(0,T; H'(U)), entdo a aplicagio t — [[u(t)[|72

d
¢ absolutamente continua, e £||u(t)||%2w) = 2(u'(t),u(t)) para quase todo 0 <t <T.

Teorema 3. A solugao fraca do problema (1) € inica.
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Ideia da prova. Basta verificar que a solugao paraocasof=g=0¢éu = 0.
Note que, fazendo u = v em (6), obtemos
(u';u) + (u,u) = 0.

Como u € L*(0,T; H}(U)) e w’ € L*(0,T; H *(U)), do Lema 2 temos que

d (1
i (Bl ) + (o) = w4 (ww) =0 )
Por um lado, temos que existe uma constante C; tal que (u,u) = C1||11|| )y 2 0. Entao,

d (1, .,
por (7) temos — o (§HuHL2(U)) <0.

Por outro lado, existe uma constante Cs tal que

1 .
(5 lul|, U)) < C’2||u||%2(U). Da desi-

||&4&

gualdade de Gronwall, ||u(¢ )HLQ < T u(0)|? L2(U)

Entao (u,u) =0, e assimu=0. W
CONCLUSOES

Aplicando o método de Galerkin, obtivemos a solugao fraca para a equacao do calor.
Também foi possivel mostrar sua unicidade.
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