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INTRODUGAO:

O presente projeto de Iniciagdo Cientifica tem como topico principal o Calculo de Variagdes
aplicado a problemas de minimizacdo e maximizacdo. Esses problemas s&o particularmente
interessantes na Matematica por um simples motivo: eles idealizam nossos problemas do cotidiano. No
nosso dia-a-dia, sempre buscamos obter o maior lucro, alcangar um objetivo com o menor esforgo
possivel, realizar o maximo de trabalho no menor tempo etc.

A natureza também € guiada por principios de maximo e minimo. Por exemplo, podemos citar o
caminho percorrido pela luz, o movimento dos planetas etc. Similarmente, o Calculo Variacional visa
investigar a maximizagao e minimizagao dos funcionais. O projeto teve como objetivo principal estudar
esses aspectos, e como objetivo especifico

e oferecer a base necessaria de conteudo para adentrar em solugdes de problemas como a

Braquistécrona, a menor superficie de revolugdo e as geodésicas no plano, na esfera e no

cilindro.

METODOLOGIA E DESENVOLVIMENTO:

Ao decorrer do semestre, a dindmica de desenvolvimento do projeto consistiu em encontros
semanais para discussdo de duvidas e em ocasionais apresentagbes do trabalho ja produzido no
formato de beamers. O orientador foi o Prof. Jodo Vitor da Silva.

No comecgo do projeto, estudou-se a histéria por tras dos problemas de otimizacdo e
apresentou-se uma solugdo mais simples, menos formal, do problema da Braquistécrona. Em 850
a.C., Virgilio narrou, em seu poema épico Eneida, o mito de Dido, filha de um rei fenicio que refugia-se
no norte da Africa apds o assassinato de seu marido. Foi-lhe prometida a maior extensao de terra que
pudesse cercar com o couro de um boi. Ela entdo tragcou um terreno semicircular beirando o mar
Mediterraneo, que apods se tornaria a cidade de Cartago.

XXXIIl Congresso de Iniciagado Cientifica da UNICAMP — 2025 1



Um tempo depois, em 1630, Galileu Galilei comparou o tempo de descida por um segmento
circular com os tempos correspondentes a descida por poligonos inscritos, chegando a conclusao que
0 movimento ao longo de um arco é mais rapido que ao longo de uma reta. Em seguida, em 1686,
Isaac Newton propds o problema da superficie de revolugao com resisténcia minima.

Por fim, em 1696, Johann Bernoulli publicou nota "Um novo problema que matematicos estéo
convidados a resolver" na Acta Eruditorum, primeira revista cientifica alema. O problema ficou
conhecido como "Problema da Braquistocrona", do grego brachistos (mais curto) + chronos (tempo). O
enunciado do problema é o seguinte:

“Considere A e B dois pontos sobre um plano vertical, mas nado na mesma perpendicular,
e A estando a uma cota mais alta que B. Dentre as curvas ligando A e B, qual delas oferece o
percurso mais rapido para uma particula deslizando sobre ela, sem atrito e sob influéncia
apenas de seu proéprio peso?”

A BRAQUISTOCRONA

O problema foi, em seguida, resolvido por Newton (curiosidade: ele disse que demorou 12h
ininterruptas), Leibniz, I'Hopital, Jakob Bernoulli e pelo préprio Johann. Todos chegaram na mesma
conclusdo: a braquistécrona é a cicloide invertida. A solugédo que estudou-se foi a do Johann Bernoulli,
que utilizou conceitos fisicos como a conservagao da energia mecanica e uma analogia a propagagao
da luz em um meio 6ptico ndo homogéneo, i.e., de densidade variavel. Usando conceitos basicos do
calculo e da trigonometria, chegou-se as equagbes paramétricas da cicloide:

a(er) = r{x —sena) e yla) =r{l —cosa)

Em seguida, buscou-se detalhar uma solugdo mais formal e menos "forgcada". Para tal,
estudou-se conceitos iniciais do Calculo de Variagbes relacionados a funcionais, como funcionais
lineares, incrementos e maximos e minimos de funcionais. Em seguida, deduziu-se a Equagao de
Euler-Lagrange:

Suponhando que exista uma funcéo escalar y(x) que satisfaga algumas condigcdes de fronteira
e que seja um extremo para o funcional

vly(x)] f ’ F(x,y(x), y'(x))de

Ta

Nosso objetivo foi procurar as condigbes necessarias para que y represente um extremo do
. ~ d -
funcional. Encontrou-se a equagao Fy — d—xFy, = 0, chamada Equacao de Euler-Lagrange, onde
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Usando os conceitos estudados, foi possivel apresentar solugdes formais para o problema da
Braquistécrona, da Superficie Minima de Revolugdo e das Geodésicas no Plano, na Esfera e no
Cilindro.

RESUMO DAS SOLUGOES DESENVOLVIDAS:

e Problema da Braquistécrona: buscou-se encontrar um extremo para o funcional

1+y?(s) e

20y(s) que representa o tempo total da trajetéria. Aplicou-se a Equacéo de

Euler-Lagrange e encontrou-se novamente as equagdes paramétricas da cicloide,

C,

2

yil) %fl —ecosly), =(t) (L) —sendy)

e Superficie de Revolugdo: buscando encontrar uma curva com fronteiras fixas cuja rotagdo em

torno do eixo y = 0 gera uma superficie de &area minima, minimizou-se o funcional

oly(a)) ~ [ 2my(o) VT 7P

aplicando a Equacédo de Euler-Lagrange. As equacgobes

encontradas definiram uma familia de catenarias, cujas superficies sdo catendides:

=054+
e

8 )

y = O cosh(s) = O cosh

e Geodésica no Plano: buscando encontrar o menor comprimento de arco, minimizou-se o

vly(x)] f ] v 14 (y)2ds y(x) i (& —xa) + wp.

. ~ £Xn — o
funcional , encontrando a solugdo o=

e Geodésica na Esfera: buscando encontrar o menor caminho entre dois pontos em uma esfera,

Ty
J[u(v)] rf sen? v 4+ 1dw
L8

minimizou-se o funcional , encontrando a equagcdao de um

plano que passa pela centro da esfera e corta a superficie segundo um circulo maximo.
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e Geodésica no Cilindro: seguindo uma légica parecida, o menor caminho entre dois pontos em

um cilindro reto foi encontrado:

(0) = 2(0(t), 2(0(1)))
B(0, A0+ 3)
(peosd, psend, A+ 3)

uma hélice se A # 0 ou um circulose A = 0.

CONCLUSOES:

Neste estudo, dedicamo-nos a expor resultados fundamentais da Teoria do Calculo Variacional
e suas aplicagdes. A equacdo de Euler-Lagrange, como observado, € uma ferramenta poderosa para
determinar os extremos de funcionais. Embora as condicées necessarias e suficientes para otimizagao
variacional exijam um aprofundamento tedrico adicional, os conceitos aqui apresentados oferecem

uma base sélida para explorar problemas mais complexos.

Nesse projeto, limitamo-nos aos problemas de fronteiras fixas, com o objetivo principal de
solucionarmos o classico Problema da Braquistocrona alcangado de duas maneiras diferentes. Além
disso, foi possivel apresentar solugdes relativamente simples para outros problemas interessantes de

maximizag¢ao e minimizagao.
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