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1 Introducao

A teoria de Lie é uma ampla area de estudos em matematica, cujas ferramentas basicas sao
os grupos e as algebras de Lie. Partindo das defini¢oes formais de algebras, subalgebras
e suas representacoes, com base em , , este trabalho aplica diretamente métodos de
construcao e analise algébrica em paralelo a introducao ao tema.

A aplicacao escolhida é a formulacao matricial da mecanica quantica desenvolvida
por Werner Heisenberg a partir de seu artigo fundamental de 1925 El Utilizando a base
axiomatica de @L e os artigos originais de Heisenberg, Born e Jordan , o objetivo
¢ demonstrar, por métodos algébricos, sua estrutura matematica, a propriedade funda-
mental da nao-comutatividade, e como consequéncia direta, o Principio da Incerteza.

Por fim, provamos que as diferentes algebras de Lie que surgem nesta analise — tanto
a de matrizes quanto a de operadores — sao, na verdade, representagoes de uma estrutura
mais fundamental: a dlgebra de Heisenberg b.

2 Metodologia

O método de obtencao do resultado consiste em uma abordagem tedrica e dedutiva,
resumida em alguns passos:

i) Revisao bibliogrdfica: Verificagdo de defini¢oes fundamentais em algebras de Lie,
de acordo com , , e revisao da construgao moderna da mecanica quantica e da

mecanica matricial segundo [@L , , .

i) Construgao e andlise algébrica: A partir da fundacao definida em i), obtemos as
algebras gl(V), gl(n, F') de operadores e matrizes, respectivamente. Em particular,
definimos H C ¢l(3,C) e estudamos sua estrutura.

IDisponivel em
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iii) Desenvolvimento da fisica-matemdtica: Relacionamos a intuigdo de Heisenberg,
Born e Jordan E] nos artigos originais a construcao axiomatica atual, segundo re-
feréncias em 1), estudando, sobretudo, a dlgebra de £ = span{q, p, ihl}.

iv) Demonstra¢ao da equivaléncia estrutural: Por meio de isomorfismos explicitos, con-
cluimos o isomorfismo entre a algebra de Heisenberg abstrata h e as algebras H, £.

3 Resultados e Discussao

3.1 Algebra de matrizes H

Seja H C ¢l(3,C) a algebra de Lie de matrizes de ordem 3 triangulares estritamente
superiores com entradas complexas. O que define gi(3,C) como uma algebra de Lie é a
operacao

[A,B] = AB — BA, VA,Be€gl(3,C). (1)

A partir da base canonica de gl(3,C), denotada por {e;; : i,j = 1,2,3}, de matrizes
eij = (d;;), uma base usual para H serd simplesmente o conjunto

{612, 613,6’23}-

A partir de (|1]), calculamos as chamadas constantes de estrutura

[e12, €23] = €13, [e12,e13) =0, [eas, e13] = 0. (2)

Dai, é evidente que H' = span{ei3} = dim H' = 1 e, além disso, H' C Z(H). Com isso,
é imediato que H é solivel, com H® = [H' H'] = 0 e nilpotente com H? = [H, H?] =
[H,H'] = 0.

3.2 A mecanica matricial de Heisenberg
Heisenberg parte de duas hipéteses simples:

1. Hipotese de Planck: Vale a lei de quantizacao de energia de Planck

AE E,—FE,_,
E,=nhyr = v(nn—a)= = : . (3)

2. Fquacgao diferencial de sequnda ordem: Em um sistema quantico, vale uma equagao
da forma
¥+ f(x) =0. (4)

No entanto, a solugao z(t) assume um significado distinto do cldssico — ou seja, x(t)
nao ¢ diretamente a posi¢ao em fungao do tempo

Restringindo-se ao caso unidimensional do movimento periédico E], Heisenberg procura
o significado de x(t) calculando [x(¢)]?. Nesse caso, a solucio de pode ser escrita
como uma série de Fourier. Ao passo que no regime classico a energia nao é quantizada

e a hipdtese 1. nao vale, dois niveis energéticos adjacentes sao tao proximos quanto se

2Disponiveis em [§]
3No artigo original, Heisenberg trata paralelamente o caso nao periédico.
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queira, e temos, diferentemente do que indica , v(n) dependendo de um tnico nimero
quantico. Sendo assim,
1271'1/ (n)at
E ao(n , (5)

20, OF = 373 aaln)a, (n)em "
- Z [Z n)as- a<n>] Bt (6)

com destaque para o coeficiente
Bs(n) = Z aa(n)ag—a(n). (7)

Por outro lado, no regime quantico tratamos de grandezas de transicao, que dependem
denen—a«

a(n, n— a)ez?m/(n,n—oa)t. (8)

Ao realizar o produto de x(t) nesse caso, iremos multiplicar exponenciais de v(n,n — «),
que por i), satisfaz a soma

vin,n —a)+v(n—a,n—pF)=v(nn-—_>),
Logo, se quisermos um termo quantico equivalente a 7 utilizando (), temos

EB,B (TL, n— ﬁ)eﬁﬂ*u n,n—p)t Z aln z27r1/(n,nfa)ta(n —a,n — ﬁ)eiQﬂu(nfa,nfﬁ)t’ (9)

onde define-se um novo produto com

Bs(n,n —p) = Za(n,n—a)a(n—a,n—ﬁ) (10)

«

Em suma, propds-se que, para a obtencao de uma quantidade quantica [z(t)]* equi-
valente a @, as amplitudes a; obedecem um produto particular , compativel com a
soma de frequéncias.

Note que, por uma mudanca de variavel,

Bs(n,m) = Z a(n, k)a(k,m)

k

define um produto que obedece a algebra matricial. Por conta disso, é possivel associar a
grandeza x(t) a uma matriz infinita de termos a(n,m), e levamos o problema ao espago
das matrizes.

3.3 A formalizacao da mecanica matricial

A axiomatica conhecida como Heisenberg picture se encontra detalhada, tanto no artigo
completo, quanto nas referéncias ja citadas. Suas principais particularidades sao a in-
dependéncia temporal dos estados [1)) e a dependéncia temporal dos observéaveis — as
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matrizes que identificamos na secao anterior —, que rigorosamente sao operadores her-
mitianos do espago de estados que contem [i). Da formalizagdo, obtemos a equagao de
movimento de Heisenberg segundo Dirac,

1
iR
onde encontramos pela primeira vez a aplicacao do comutador. Em seguida, impondo a
condicao de quantizacao de Sommerfield a um sistema, obtemos a condi¢cao de quantizagao
mais forte, que chamamos usualmente de relacao fundamental

lq, p] = ih(Omn) = ihL. (12)

At) = —[A(1), H(t)], (11)

Apos demonstrar o principio de incerteza generalizado pelo teorema seguinte, segundo
7, 16]

Teorema 1 (Principio de Incerteza) Sejam H um espago de estados, A(t), B(t) :
H — H operadores autoadjuntos. Entao para todo 1)) € H,

ok > FIA®D, BODI (13)

obtemos, como consequéncia de (12, o conhecido Principio de Incerteza de Heisenberg

2 2 1 2 h2
o2t > Mgl = 2 >0 "

Finalmente, estudamos a estutura da dlgebra que resulta de £ = span{q, p,ihl}, e con-
cluimos que, assim como H, £ é soliuvel e nilpotente, com constantes de estrutura.

lq,p] =ihl, [q,ihI] =0, [p,ihl]=0

3.4 A Algebra de Heisenberg

Enfim, construimos a algebra de Heisenberg abstrata, tomando uma algebra de Lie b
nao-abeliana 3-dimensional com h' C Z(h) e dimbh’ = 1. Demonstramos a existéncia de
uma base {g, h, z} tal que

[gah] =z, [972} =0, [hvz] =0,

e diretamente temos que b é solivel e nilpotente. Sobretudo, até isomorfismo, h é a tinica
algebra de Lie nao-abeliana 3-dimensional com §' C Z(h) e dim b’ = 1, e pelas aplicagoes

n:bh—H
n(g) = ex2
n(h) = e
n(z) = eis,

(§]

C:h— L
¢l9) =4
¢(h)=p
((z) =ihl

provamos os isomorfismos entre h e H, £. Dai também conclui-se que H, £ sao ambas
representacoes fiéis de b.
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4 Conclusoes

Em suma, pela secao anterior, vemos que as propriedades obtidas para a &algebra de
matrizes H e a mecanica matricial definida por £ sao inerentes a estrutura de .
Ademais, um fato interessante sobre o que discutimos diz respeito a interpretacao
pratica da hipoteses para gerar £. Isto é, do ponto de vista matematico em relacao a
fisica, pode-se dizer que o que postulamos desde o inicio foram as caracteristicas de £'.
O colchete é uma necessidade para que um sistema quantico ”funcione”, e pela
natureza usual do operador I, é imediato que a algebra derivada esta contida no centro.
A diferenga é que a base {g, h, z} escolhida nesse caso é clara e imediata apds a imposigao.
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