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INTRODUGAO:

Reticulados sdo conjuntos discretos de
pontos no espaco n-dimensional que, por suas
propriedades algébricas e geométricas, tem sido
usada em diferentes aplicagcbes. Na area de
comunicagao, sao utilizadas para codificacéo e
transmissédo confiavel e segura de sinais [1].
Criptografia baseada em reticulados ¢é
atualmente uma das principais subareas da
chamada criptografia pés-quantica [3].

Esse trabalho é parte inicial do projeto de
iniciagdo cientifica “Matematica Discreta,
Distancia Entre Distribuicbes e Aplicacbes em
Comunicacgoes e Aprendizagem” (PICME 2023-
2024), o qual propde o estudo e pesquisa de
tépicos introdutérios de reticulado, aprendizado
de maquina e conexdes entre estes.

Dentre os tépicos que ja abordamos,
escolnemos para a apresentacdo neste
congresso conceitos e propriedades de
reticulados que séao relevantes para codificagao
de sinais. Destacamos particularmente os
conceitos de empacotamento, cobertura,
reticulados

densidade, equivalentes e

reticulados duais.

METODOLOGIA:

Estudo e pesquisa individual de artigos e
livros descritos na bibliografia, e uso de recursos
computacionais para simulacbes dos tdpicos
abordados (Particularmente Mathematica e
Python). Encontros e discussdes semanais com
a orientadora, participacdo e apresentacédo de
seminarios do grupo de pesquisa relacionados

aos temas abordados.

RESULTADOS E DISCUSSAO:

Reticulados sédo conjuntos discretos de
pontos no espaco Euclidiano n-dimensional, que
sdo descritos como todas as combinagdes
lineares inteiras de um conjunto de vetores
independentes.

Dados by, by, ..., b,, vetores linearmente
independentes entre si em R? temos que o
reticulado A de base {b;, by, ..., b,,} € definido

como:

A = {U1b1+qu2+...+umbm:ul,...umEZ} (1)
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O inteiro m é dito posto de A, € um
reticulado tal que m = n é chamado de posto
maximo. Neste trabalho, consideraremos
apenas reticulados de posto maximo.

Uma matriz geradora B de um reticulado
é formada tendo como suas colunas a base do
reticulado.

Uma propriedade interessante das
matrizes geradoras € a possibilidade de obter
bases alternativas de um reticulado usando uma
matriz. Se uma matriz B é geradora de um
reticulado qualquer, a matriz B" = BU, tal que U
€ uma matriz unimodular (matriz com entradas
inteiras cujo determinante € igual a 1 ou -1),
também é geradora do mesmo reticulado [1].

O volume de um reticulado de posto
maximo V(A) é dado pelo modulo do

determinante de sua matriz geradora:

V(4) = |det (B)| (2)

A regido de Voronoi V,(x) em um ponto
x €A é o conjunto de todos os pontos em R"
que estdo mais préoximos do ponto escolhido do
que de qualquer outro ponto do reticulado, e a
regidao de Voronoi do reticulado é dada como a
regido de Voronoi da origem (V4(0) = V(A)).
Em R?, a regi&o de Voronoi assume a forma de
um poligono de quatro ou seis lados,
dependendo do reticulado. Ao juntar as regides
de Voronoi de todos os pontos de um reticulado,
€ possivel criar uma malha que cobre
completamente o espaco R™.

A regido de Voronoi de um reticulado
independe da base utilizada. Essa propriedade
€ muito importante para os estudos de
comunicagdes, e ajuda a complementar os

conhecimentos do préximo conceito.

Como exemplo, ao usar um reticulado Ag

de base B ={(2,0),(1/2,v5)}, temos que a

1
matriz geradora associada a base é ( 2 ) o

0 V5
seu volume é igual a 2v/5, e a sua regido de

Voronoi é formada da seguinte maneira:
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Regido de Voronoi do reticulado de base {(2, 0), (1/2,\5)}
A regiao de Voronoi de um subreticulado
costuma ser para selecionar um conjunto finito
especial para codificagdo (constelagdo de

Voronoi)

Constelagbes de Voronoi do reticulado hexagonal (com base
(1 0), (1/2,\3/2)}). A esquerda, é usado o subreticulado de
base {(5, 0), (U, 2\/3)} e a direita o de base {(6, 0), (3,3V3)}.

A norma minima (ou distdncia minima)
de um reticulado ¢é dada como o
minimo entre todas as normas de vetores nao

nulos pertencentes a A:

A2 = min{||x||; x € 4,x # 0}, (3)
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onde ||x|| € a norma euclidiana padrao
do vetor x.

Dado uma bola euclidiana B™(x,r) em
R™ de raio definido r com centro em um ponto x
de um reticulado A, definimos o empacotamento
do reticulado como a unido dessas bolas em
todos os pontos de 4, tal que raio dessas bolas
seja igual a metade da norma minima (r = p =
A/2). O raio p é chamado de raio de
empacotamento. Este raio define, por exemplo,
qual é o tamanho maximo de um vetor ruido para
gue se possa decodificar corretamente em uma
codificagao em reticulados.

E importante notar que a bola B™(0,p)
esta dentro da regido de Voronoi VV(4), e tocaem
seu bordo. Por fim, a densidade de
empacotamento 4 de um reticulado é a razdo
entre o volume da bola B™(0,p) e o volume do

reticulado:

A) = ZE (4)

Voltando ao exemplo do reticulado Ag,
temos que Az =2, pp =1 e A(Ag) = 0,7025,

com o empacotamento representado abaixo:

NN

0 empacotamento do reticulado de base {(2, 0), (1/2,/5)}

A cobertura de um reticulado é definida
como a unido de bolas euclidianas B™(x, ) de
menor raio u com centro em todos os pontos x
de 4, de forma que a reunido delas cubra todo o
espaco R™. Nao ha uma maneira facil de definir
0 raio de cobertura; porém, sabemos que
B™(0, n) contém a regido de Voronoi VV(A) e toca
nos seus vértices mais distantes do centro. Por
fim, a taxa de cobertura 8 de um reticulado é a
razéo entre o volume da bola B™(0, n) e o volume

do reticulado:

(/) = v(B™(0,u)) (5)

V(4)
Para n = 2, a densidade de
empacotamento é sempre menor que um,
enquanto a taxa de cobertura € sempre maior
que um. Isso acontece porque o empacotamento
cobre uma area o maximo possivel sem
sobrepor, enquanto a cobertura cobre toda a

area, sobrepondo o minimo possivel.

Para o reticulado Ag, temos que g =
1,380 e 6(Ag) =1,337, com a cobertura

representado abaixo:

A cobertura do reticulado de base {(2, 0), (1/2,\5)}
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Dois reticulados s&o ditos equivalentes
entre si se um deles for uma dilatagao de todos
os vetores do outro por um fator k, composta
com uma transformagao ortogonal. Reticulados
equivalentes possuem 0s raios de
empacotamento e cobertura dilatados em k
vezes e o volume dilatado em k™, porém eles
tem a mesma densidade de empacotamento e a
mesma taxa de cobertura.

Usando as bases geradoras dos
reticulados, podemos obter uma relagdo mais
formal entre eles. Dado os reticulados 4; e A,,
temos que ambos os reticulados séo
equivalentes se e somente se existirem duas
matrizes B; e B, geradoras dos respectivos
reticulados tais que B; = kAgB,U, onde k é 0
fator de dilatagdo ou de contragéo, Ay € uma
matriz ortogonal, onde ALA, = I,,, sendo I, a
matriz identidade de dimensdo n e U é uma
matriz unimodular. Se |k| = 1, temos que os
reticulados séo congruentes.

A notagdo A; ~ A, € usada para a
equivaléncia entre dois reticulados.

Um reticulado dual de um reticulado A é
definido pelo conjunto de vetores y tais que o
produto interno desses vetores com qualquer
vetor x do reticulado A resulte em um valor

inteiro, ou seja:

A* = {y € R"|(x,y) € Zpara todo x € A} (6)

Outra forma de caracterizar o dual de
um reticulado é usando sua matriz geradora.
Considere um reticulado 4 em R? com uma
matriz geradora B formada pelas bases v, e v,.
Considere também a matriz (BT )1, composta
pelos vetores v; e v,. Usando a propriedade da

matriz inversa AA™! = I,, é possivel afirmar que

BT (BT)™! = I,. Simplificando a expresséo,

obtemos:

el 2ond) = 9 o

Da expressao acima, € possivel ver que
os produtos internos entre as bases v; e v,
os vetores v; e v, resultam em valores inteiros.
Usando as propriedades do produto interno
verificamos entao que os vetores linearmente
independentes v; e v, formam uma base para
o reticulado dual, portanto a matriz (BT )™t é
matriz geradora desse dual. Apesar da prova
estar feita aqui em R?, é facil ver que o teorema
€ valido para quaisquer dimensoes.

Se um reticulado A possui o reticulado
dual equivalente a ele (4 ~ A*), ele é dito auto
dual. De forma semelhante, se A for um
reticulado auto dual, temos que, para B sendo a

matriz geradora desse reticulado:

B = kAY(B~HTU (8)
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O reticulado de base {(2, 0), (1/2,\/5)}, junto com o seu dual
de base {(1/2, -1/#5), (0, IA/5)}
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No exemplo do reticulado Ag, temos que

o seu reticulado dual associado a matriz

1/2 0
geradora <_L i) € equivalente a ele,
4/5 V5

sendo portanto auto dual.

Observamos através de outros exemplos
que reticulados em dimensao 2 eram sempre
auto duais. Esta é de fato uma propriedade
interessante que demostramos a seguir.

Dada uma matriz geradora B de um
reticulado 4 em R?, podemos provar que ele
sempre sera um reticulado equivalente ao seu
dual, com o fator k sendo igual ao determinante
da matriz B e o0 angulo de rotacao sendo igual a
90°. Usando a matriz geradora do reticulado dual
(B~HT = B*, também teriamos uma matriz

unimodular unica:

B=det(B).(_01 (1)).3*.((1) _01) )

Isso ocorre por conta da formagao Unica

da matriz inversaemn = 2 [2], ja que com uma

. _(a b
matriz B = (c d)’ ela sempre pode ser dada
-1 _ 1 d —C
como BTt = det(B).(_b a ) Calculando

entdo a matriz transposta a essa para obter a

:ﬁ(m'(—dc _ab) ©

substituindo ela na Equagcdo 9, é possivel

matriz do dual B*

perceber que o produto das matrizes voltara
para a matriz geradora B.
Logo, temos que A ~ A* paratodo A em
R?2, com dilatagdo igual ao determinante da sua
matriz geradora e com uma rotagdo de 90°.
Note, porém, que esta propriedade sé é
verdadeira para reticulados em R?. Para

reticulados em maiores dimensdes, nem todo

reticulado é auto dual. Por exemplo, o reticulado

1 0 O
com matriz geradora <O 3 0) nao é auto
0 0 2

dual, pois seu dual, de matriz geradora

1 0 0
o 2

3 , hdo é equivalente a ele, o que
0 0

NIk O

podemos verificar por exemplo calculando suas
densidades de empacotamento, que séo
diferentes. Para reticulados em dimensdes
maiores ou iguais a 3, apenas alguns reticulados
entram nessa classificagao, como os reticulados
Z., Eg, 154, €fC., que s&o especiais para certas

codificagoes.

CONCLUSOES:

Neste trabalho, discutimos e ilustramos
parametros de reticulados que sao relevantes
para codificacdo em transmissao de sinais.
Foram estudados particularmente os conceitos

de empacotamento, cobertura e reticulado dual.
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