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1 Introducao

Neste resumo, temos como objetivo estudar a relagio entre as algebras de Lie slp(C), su(C) e R3.

Assim, ficardo evidentes conceitos importantes da teoria de Algebras de Lie.

2 Introducao a algebras de Lie

Definicao 2.1. Uma &lgebra de Lie sobre um corpo FF consiste em um espaco vetorial g de IF munido de

um mapa bilinear chamado de colchete gx g — g, (x,y) — [z, y] que satisfaz as seguintes propriedades:
(L1) [z,2] =0, para todo z € g.
(L2) [z, [y, 2l] + [y, [z, 2] + [z, [z, y]] = 0, para todo z,y, z € g.

Exemplo 2.1. Seja V um espago vetorial, denotamos a algebra de Lie de endomorfismos de V' por

gl(V'), com o seguinte colchete [z,y] = z oy — y o x para todo z,y € gl(V).

Exemplo 2.2. Perceba que nessa algebra de Lie vale que tr([z,y]) = tr(zoy—yox) = 0. Restringindo
portanto o colchete para endomorfismos de trago zero, definimos entao a algebra s[(V'). Para um espago
V' de dimensao dois no corpo complexo, essa algebra ¢ denotada por sla(C). Os vetores a seguir sao

base dessa algebra e serdo usados nas proximas secoes.

01 00 1 0
e = f = h —
0 0 10 0 -1
Os colchetes entre os elementos dessa base sdo igualmente importantes: [e, f] = h, [h,e] = 2¢e e

[fsh] = 2f (%).

Exemplo 2.3. Outro exemplo bem popular ¢ o produto vetorial (x,y) +— = X y, que define a estrutura
de &lgebra de Lie no R3. Usaremos f, j, k como base de R3, em que os colchetes sao dados por [;, ﬂ = /2,
[k,i] = J e [j, k] =7 ().

Exemplo 2.4. O ultimo exemplo que apresentaremos ¢ a éalgebra su(2), formada por matrizes 2 x 2
anti-hermitianas de trago zero, ou seja, su(2) = {z € gly(C) : x = -z, tr(z) = 0}. O colchete é o

mesmo de gl(V). Uma base para essa algebra é¢ dada pelos vetores a seguir

1/{i o0 0 1 1 (0 i
o] = — o9 = 03 = —
=5 lo 2 2 1 0 7 ali o

Onde [o1,09] = 03, [03,01] = 092 € [02,03] = 01 (% * ). Diferentemente de gl(V') que é espago

| =

vetorial tanto no corpo dos reais quanto dos complexos, a algebra su(2) tem estrutura de espago

vetorial apenas no corpo dos reais, apesar de ser formada por matrizes com entradas complexas.



Definigao 2.2. Uma subélgebra de g é um subespago h de g tal que [z,y] € h para todo z,y € b.
Definigao 2.3. Um ideal de g é uma subélgebra j de g tal que [z,y] € j para todo = € g,y € j.
Definigao 2.4. O produto de dois ideais i e j é definido como [i,j] :== span{[i,j] : i €1,5 €j}.

Defini¢ao 2.5. A dlgebra derivada de g é denotada por g’ e é definida como ¢’ = [g, g] = span{[z,y] :
T,y €9}

Definicao 2.6. Sejam g; e go &lgebras de Lie sobre um corpo F. Dizemos que ¢ : g1 — go é
homomorfismo se ¢ ¢ linear e ¢([z,y]) = [¢(x), p(y)] para todo x,y € g;. Além disso, dizemos que ¢

é isomorfismo se for bijetora.

Definicao 2.7. Sendo z1,...,z, uma base para a algebra de Lie g, as constantes de estrutura afj sS40

dadas pela relagao

n
[z, 25] = Z afjwk.
k=1

3 Algebras de Lie tridimensionais com g = g’

Proposigao 3.1. Existem duas dlgebras de Lie de dimensao trés com a propriedade de g = g’ no corpo

dos reais: sla(R) e R%. Jd no corpo dos complexos, a tinica dlgebra de Lie desse tipo é a famosa sly(C).

Para provar a afirmacao do inicio da sec@o basta calcularmos os colchetes entre os elementos de
alguma base de g. Considere um algebra de Lie g nas condigoes estabelecidas, sem se importar por
enquanto com o corpo em que esta definida. Seja x um elemento nao nulo de g. Iremos mostrar que a
imagem de ad = é bidimensional. Podemos estender a a base de g por b,c € L. Como L = L', temos
que {[z,b], [z, ], [b,c]} gera L'. Entao {[x,b], [z, ]} é linearmente independente e assim a imagem de
ad x é bidimensional.

Para calcular os colchetes, iremos procurar por autovetores. Afirmamos que existe h € L tal que
ad h possui um autovetor com autovalor nao-nulo. Se ad x satisfaz essa condigao, tome h = x. Senao,
todos os autovalores de ad x serao nulos e entao, como a imagem de ad x é bidimensional, temos que
sua forma de Jordan é

010
0 0 1
000

A partir de agora assumiremos que F = C. Portanto existe uma base de g, diga-se {z,y, z}, em que
[x,y] = x e [z, z] = y. Perceba que ad y possui x como como autovetor com autovalor —1. Dessa forma,
basta tomar h = y. Portanto, dos dois casos, existe a € C/0 tal que [z, h] = az. Para continuarmos

nosso raciocinio, faremos uso da proposicao abaixo, que fica de exercicio a leitora:
Proposigao 3.2. Se a € L', entao tr(ad a) = 0.

Recapitulando, sabemos que [z, h] = ax e claro que [h, h] = 0. Da proposi¢ao acima, temos que
tr(ad h) = 0. Logo concluimos que —« também é autovalor de ad h para algum autovetor t € L.
Perceba que {z, h,t} é base de g.

Finalmente podemos calcular os colchetes entre os elementos da base {z,h,t}. Ja sabemos que

[h,x] = ax e [h,t] = —at. Falta calcular [z,t]. Para isso, perceba que [z,t] € ker(ad h):

[h, [z,t]] = [[h, x], t] + [z, [h, t]] = o[z, t] — a]z,t] =0



Como ad h é bidimensional, ker(ad h) = span(h) e assim [z,t] = Ah para algum A € C/0. Ufa,
finalmente terminamos.

Se tivéssemos considerado o corpo dos reais, terfamos dois casos. Se a € R, o raciocinio segue o
mesmo. Agora, se a ¢ R, devemos mudar nossa abordagem, pois evidentemente ax ¢ L.

Se « é autovalor de ad x para certo vetor v, entao @ é autovalor para o conjugado complexo desse
vetor v. Portanto, ad = tem autovalores a,@,0 € C. Como tr(adz) = 0, segue que a é puramente

imaginario. Entao reescalaremos « a i. Dessa forma, ad x pode ser representado por

00 O

—1

0
Portanto, existe uma base {z,v,w} tais que [x,v] = w e [x,w] = —v. Falta determinar o colchete
[v,w]. Anélogo ao caso dos complexos, temos que [z, [v, w]] = [[z,v],w] + [v, [z, w]] = 0, de modo que

[v, w] pertence ao ker(x) e entdo, reescalando, obtemos [v, w| = x.

h % e j F i
2f =
h ' j
f k

Figura 1: Grafos representando slz(R) (esquerda) e R3 (direita)

Da figura 1, podemos ver que R3 nao possui subdlgebras, pois o colchete de quaisquer dois elementos
da base gera o terceiro. Por outro lado, sla(R) possui sim subalgebras, por exemplo, span{h, e}, que é
fechado pelo colchete. Assim, podemos ver que sla(R) e R3 nio sdo isomorfos.

Além disso, perceba que a dlgebra su(2) é isomorfa a R3. Para verificar isso, basta ver que o mapa
¢ : su(2) — R3 que leva, respectivamente, a base o1, 09,03 em i, f, k ¢ um isomorfismo que preserva
os colchetes. Portanto, su(2) =2 R3 mas sly(C) ndo é isomorfa nem a su(2) e nem a R3. Entretanto,

existe uma rela¢do bem interessante entre sly(C) e su(2).

Definigao 3.1. Seja V um espago vetorial real. A complexificagao desse espaco é formada por com-

binagoes vy + iv2, onde v1,v9 € V e é denotada por V.

A mesma ideia se estende para a complexificagao de algebras de Lie. Podemos definir um iso-
morfismo ¢ entre sl3(C) e su(2)c através dos vetores de cada base como ¢(h) = —2io1,¢(f) =

—09 — 103, p(e) = o2 — io3. Portanto, esta claro que sl3(C) = su(2)c.

4 sly(C) e su(2) sao semi-simples

Defini¢do 4.1. Uma algebra de Lie g ¢ dita soliivel se a série derivada, dada por gt) = ¢’ e g% =

[g(k_l), g(k_l)] para k > 2, possui termo nulo, isto ¢, se existe m tal que g™ = 0.
Definigao 4.2. Uma élgebra g é dita semi-simples se todos os seus ideais soluveis sao nulos.
Uma forma de vermos se determinada algebra é semi-simples é analisando o trago da algebra.

Definigao 4.3. Seja L uma algebra de Lie. A forma de Killing em L é uma forma simétrica e bilinear,

definida por k(x,y) = tr(ad x o ad y) para todo x,y € L.



O produto interno é um exemplo de forma, pois leva dois vetores a um valor do corpo. Podemos,
de modo analogo ao produto interno, definir o complemento ortogonal de um conjunto em relacao a

forma de Killing

Definicao 4.4. Dado um conjunto S de um espago vetorial V', podemos definir o complemento orto-
gonal de S como S+ :={v €V : k(y,s) =0 para todo s € S}

Dizemos que & é nao degenerado se V+ = 0. Um jeito de ver se x é degenerado ¢ olhando para a
matriz com entradas a;; = k(x;, z;), onde z1,22,...,x, é base de g. Se o determinante é zero, a forma
de Killing na algebra é degenerada. Usando a base 01, 09, 03, a matriz da forma de Killing em su(2) e
sl2(C) tem determinante nao-nulo e portanto tém forma de Killing nao-degenerada. O teorema abaixo

relaciona a forma de Killing com semi-simplicidade.

Teorema 4.1. (Segundo critério de Cartan) Uma dlgebra de Lie complexa g é semi-simples se e

somente de sua forma de Killing k € nao-degenerada.

Demonstracao. Iremos provar somente a volta.

( <= ) Provaremos por contra-positiva. Suponha que g ndo é semi-simples. Assim, existe um ideal
abeliano nao-nulo a. Dessa forma, tomando a € a, o mapa ad a o ad x o ad a tem imagem zero, pois
(ad z oad a)(y) = [z,[a,y]] = a € A e como a é abeliano ad a o ad x o ad a = [a,a] = 0. Portanto,
(ad z 0 ad a)? = 0 e disso concluimos que ad x o ad a é nilpotente. Como mapas nilpotentes tem traco

zero, temos k(a,z) = 0 para todo a € a e entao k é degenerado. O

Oras, entdo acabamos de mostrar que tanto sla(C) e su(2) (consequentemente, R3 também) é

semi-simples.

5 Representacao de sly(C) e su(2)

Definigao 5.1. Seja g uma algebra no corpo F. Uma representacao de g ¢ um homomorfismo de

algebra de Lie ¢ : g — gl(V'), em que V' é um espago vetorial em F.

Dada uma representacao ¢ : g — gl(V') e definindo g x V' — V como z - v := ¢(z)(v), tornamos
V um médulo de g. Assim, a representacao de uma &algebra de Lie pode ser vista como a agdo dos

1

elementos dessa algebra em um espago vetorial. . Durante essa secao, estudaremos a representagao

da algebra semi-simples slz(C).

Definicao 5.2. Seja V moddulo de uma élgebra de Lie g. Um subespaco W de V' é chamado de

submédulo quando é invariante a acao de g, isto é, paratodox € gew € W tém-se x -w € W.
Definicao 5.3. Um modulo V' é irredutivel quando é nao-nulo e possui apenas os submodulos 0 e V.

Proposigdo 5.1. Seja Vy = span{ X%, X941y, X972Y2 .. Y?} subespaco dos polindmios complexos
de varidveis X e Y de grau mdzximo d. O mapa ¢ : sla(C) — gl(Vy) como definido abaizo é uma
representagao de sly(C).

0 0 0 0
=X— =Y — h)y=X—-Y—
o(e) 5y p(f) =Y o5 o(h) ax " Y 5y

1. Aqui esta o valor de representacées para a fisica, por exemplo, pois muitos fendmenos fisicos agem em espagos
vetoriais. Em seu livro, Hall 2004 faz piada com a representagdo de su(2), que “é encontrada nos livros de mecanica
quéntica sob o titulo de momento angular”.




A linearidade de ¢ é garantida pela linearidade da derivada parcial e a partir de * pode-se mostrar
que a representacao preserva o colchete. Analisando o diagrama da Figura 2 vemos que, assim como h,
a matriz de ¢(h) também ¢é diagonal. Da mesma forma, a matrizes f e ¢(f) sdo triangulares inferiores

e a dupla e e p(e) sao triangulares superiores.

_d —d+2 d-4 d-2 d
() a () a s 02 O (O o
Yd XYd_l oee Xd—Z YZ Xd—ly Xd Legenda
o (p((h;
0 1 2 d-2 d-1 d o)

Figura 2: Diagrama ilustracao a acdo de e, f e h em Vjy

Proposicao 5.2. O espago vetorial Vg é mddulo irredutivel de sla(C).

Demonstracao. Observe que a acao da algebra em um elemento qualquer da base de um submoédulo

de V; geraria todo o V. [l

Vamos agora entender a representacao por meio de seus autovalores. Com os Lemas 5.3 e 5.4,

podemos facilmente provar o Teorema 5.5.

Lema 5.3. Seja V' um mddulo de sla(C) e v € V um autovetor de h com autovalor X\. Se e -v # 0,
entao h-e-v=(\N+2)e-v. Analogamente, se f-v #0, entao h-f-v=(A—2)f-v.

Lema 5.4. Seja V' um mddulo de sla(C) com dimensao finita. Existe algum autovetor w € V de h tal

que e - w = 0.
Teorema 5.5. Qualquer modulo irredutivel V' de sla2(C) com dimensao finita € isomorfo a algum V.

Proposigao 5.6. Seja g uma dlgebra de Lie real e go sua complexificagdo. Toda representacdo ¢ de g
tem extensao unica & representagao de gc, que denotaremos por oc dada por pc(z+iy) = o(z)+ip(y),

para todo x,y € g. Além disso, pc € irredutivel se e somente se @ € irredutivel.

6 Conclusao

Sabendo a representagao irredutivel de sly(C), ganhamos de tabela uma representagao irredutivel
de su(2). Perceba que para construir a representagao de sla(C) utilizamos do corpo dos complexos

para garantir a existéncia de autovalores, o que facilitou bastante as coisas.
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