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INTRODUCAO:

Nosso principal objeto de estudo serdo as isometrias, que podem ser consideradas movimentos rigidos que
desempenham um papel fundamental na geometria e em suas aplicagdes. Matematicamente, elas séo definidas como
transformacOes que preservam distancias euclidianas (Lavor; Souza; Aragon, 2021, p. 1). A partir da compreensdo
deste conceito matematico, entraremos no contexto dos Modelos Euclidiano e Homogéneo com o objetivo de

demonstrar que isometrias em R3 nio podem ser representadas como transformacg6es ortogonais em R4,

METODOLOGIA:

A dindmica de trabalho consistiu em leituras e pesquisas individuais e em encontros quinzenais com o
professor orientador Carlile Lavor para discussao e aprofundamento do contetdo. Realizou-se o estudo da temética
Geometria de Distancias, tendo como referéncias o livro Um Convite a Geometria de Distancias (Liberti; Lavor,
2014) e o artigo Euclidean distance geometry and applications (Liberti; Lavor; Maculan; Mucherino, 2012).
Definiu-se o titulo “Modelos Euclidiano e Homogéneo para o Espago 3D”, cuja diregdo foi baseada no paper
Orthogonality of isometries in the conformal model of the 3D space (Lavor; Souza; Aragén, 2021), que foi
trabalhado meticulosamente até a pagina 2 com o professor orientador. Durante o estudo, enfatizou-se o topico
produto interno a partir do livro Matrizes, Vetores e Geometria Analitica (Santos, 2007) e de discussdes minuciosas

e produtivas durante os encontros.

DESENVOLVIMENTO:

Definicdo geomeétrica de uma Isometria

Uma isometria pertencente ao conjunto dos nimeros reais com n dimensdes, que chamamos de isometria
em R", é uma funcéo fna qual tanto seu dominio quanto seu contradominio sdo representados por R™, ou seja,
f:R" = R™ al que, para todos os vetores u e v pertencentes a R™, temos que [f(u) = f()|| = [lu — ]|
(Lavor; Souza; Aragon, 2021, p.1). Esta igualdade significa que a norma da diferenca das imagens dos vetores
equivale a norma da diferenca dos vetores, ou seja, a distancia entre os vetores equivale a distancia entre suas

respectivas imagens. Em nosso estudo, decidimos que a norma sera definida pelo produto interno usual em R"™ da
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forma lull = Vu - u, w e R" Mas, primeiro, é essencial que compreendamos a fundo as especificidades do

produto interno.

Produto interno
Podemos defini-lo como o produto entre dois vetores que resulta em um escalar e que pode ser utilizado

para definir o quanto esses dois vetores apontam para uma mesma direcéo. Isto ocorre pois a notacao u« - v equivale

ao produto |[ul[[|v][cos oy seja, € influenciada pelo angulo @ formado entre eles. Quando dois vetores s&o

paralelos entre si e, consequentemente, apontam para a mesma direcéo, @ = 0 .". cosf) = 1, de forma que o produto
interno entre eles sera o maior possivel: [l [[[]],

OBS 1: Note que este valor sera sempre positivo desde que u« e v ndo sejam vetores nulos, visto que [[ul[l[v]] =

2 2 2 /.2 2 2
\/um+uy+uz\/vx+1fy+vz e\/a>0,w c R™.
OBS 2: Como nosso objeto de estudo sdo modelos no espago 3D, consideramos um vetor u sendo equivalente a

(ux,uy,uz)_

Continuando com a analise do cos6, percebemos que quando os dois vetores estdo posicionados de modo

< 3, 0 produto interno serd uma determinada fragio 7,0 < 7 < 1 dellull|[][, que

a formar um angulo §, 0 < ¢
i

vai ser determinada pelo cos6). Quando eles sdo ortogonais, 0 produto escalar sera nulo. Quando 2 sf< T o

produto interno serd uma determinada fracdo 7, 0<~v<1 de *HUHHUH. Por fim, quando # = 7, o produto

interno serd o menor possivel, ou seja, —|[ullllvl], Produzimos a figura abaixo para uma melhor compreensao:

O=mn
0=0 . 0<0<3 T<0<n . .
u-v=|[ul] [[v][|0<u-v<][u]|]]v]| u-v=0 0>u-v>-|luf[[[v|][| w-v=-[[u]|[]v]

Figura 1: Exemplo grafico da relagdo entre feu-v,

Agora gue entendemos o significado por tras do produto interno, podemos

utilizar a defini¢@o formal de acordo com Santos (2007, p. 93): “O produto interno

. / - / u A\
ou escalar de dois vetores u e v é definido por u - v = 0 se u ou v é um vetor [Tl

[lal]
nulo, caso contrario, é definido por ||U||‘\U|’CG’39, em que € é o angulo entre

eles”. Porém, quando os vetores sdo dados somente em termos das suas

0°<B<m

componentes, isto é, de suas projecdes em relagéo aos eixos x, ¥ e z, ndo temos

vl
Figura 2: Triangulo qualquer com
um meio para calcular o produto interno que seja independente do angulo entre 0S  54os |||

informagcdo acerca do angulo formado entre eles. Desse modo, torna-se necessario

vl e [lulll[v]] e angulo

]

vetores. Se u = (Ua, Uy, Uz) g v = (Ve Uy, V2) sd0 dois vetores ndo nulose 6 é 8 formado pelos lados |[ul] e [[]].

XXXII Congresso de Iniciacdo Cientifica da UNICAMP - 2024 2


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%7C%7Cu%7C%7C%3D%5Csqrt%7Bu%5Ccdot%20u%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u%5Cin%5Cmathbb%7BR%7D%5E%7Bn%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u%5Ccdot%20v#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%7C%7Cu%7C%7C%20%7C%7Cv%7C%7C%20cos%20%5Ctheta#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Ctheta#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Ctheta%3D0%5Ctherefore%20cos%5Ctheta%3D1#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%7C%7Cu%7C%7C%20%7C%7Cv%7C%7C#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=v#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%7C%7Cu%7C%7C%7C%7Cv%7C%7C%3D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Csqrt%7Bu%5E2_%7Bx%7D%2Bu%5E2_%7By%7D%2Bu%5E2_%7Bz%7D%7D%5Csqrt%7Bv%5E2_%7Bx%7D%2Bv%5E2_%7By%7D%2Bv%5E2_%7Bz%7D%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Csqrt%7Bw%7D%5Cgeqslant0#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w%5Cin%5Cmathbb%7BR%7D%5E%7Bn%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=(u_%7Bx%7D%2Cu_%7By%7D%2Cu_%7Bz%7D)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Ctheta#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cgamma#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=0%3C%5Cgamma%3C1#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%7C%7Cu%7C%7C%20%7C%7Cv%7C%7C#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cgamma#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=0%3C%5Cgamma%3C1#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=-%7C%7Cu%7C%7C%7C%7Cv%7C%7C#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Ctheta%3D%5Cpi#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=-%7C%7Cu%7C%7C%7C%7Cv%7C%7C#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Ctheta#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u%5Ccdot%20v#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=v#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u%5Ccdot%20v%3D0#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=v#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%7C%7Cu%7C%7C%20%7C%7Cv%7C%7C%20cos%20%5Ctheta#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Ctheta#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=x#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=y#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=z#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u%3D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=(u_%7Bx%7D%2Cu_%7By%7D%2Cu_%7Bz%7D)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=v%3D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=(v_%7Bx%7D%2Cv_%7By%7D%2Cv_%7Bz%7D)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Ctheta#0

0 angulo entre eles, entdo, pela lei dos cossenos aplicada em um tridngulo qualquer, como o da figura acima, temos
a seguinte igualdade:

[lu = o2 = [[ul|* +[[v]]* = 2[|ul|[[v]|cost ..

[l + [Jo? = [l — [|* = 2[|ul[[]v]|cosO ..

[[ullllvlleost = 5([[ul[* + [[v]]* = llu—v]*),

Como U -V = HUHHUHCOSB, temos que
w-v = 5(||u|l*+ [[v]]* = [Ju—v|[?), )

Logo, sabendo que

2
u||? = (, Ju + ul + u%) =uZ + “‘32,' + u?
2 ( [2 2.2\ 2 .2 2
v = v:+vs+ v ) =vi+4+vi+vwv
H || x Y z x Y z e que

|lu—w||* = (\/(Ur —v2)? + (uy — vy)* + (uz — UZ)Q)Q

= (uz — U:c)2 + (uy — Uy)z + (uz — UZ)z

e substituindo estas igualdades em (1), concluimos que % - ¥V = %aVx + Uuyy + UzVz- gendo esta a formula para

calcular o produto escalar que ndo depende diretamente do angulo entre eles (Santos, 2007, p.94).

Definicdo algébrica de uma Isometria

Da algebra linear, sabemos que toda isometria em R™ ¢ da forma f(z) = Az +b para algum vetor b em
IR™ e alguma matriz ortogonal A. Em particular, [ ¢ uma isometria com f(0) =0 se, e somente se, f(z) = Az
para alguma matriz ortogonal A (Beardon 2005, p.204). Para uma compreensdo completa, é necessario saber que
podemos definir uma matriz ortogonal como uma transformagcé&o linear no plano que rotaciona vetores em um angulo

no sentido anti-horario, preservando comprimento e angulo entre vetores (Farias, D. M. et al., 2020, cap 10.5).

Representacdo de uma isometria em R* como uma transformagcao ortogonal em R*

Uma isometria em R” ser da forma f(%) = Az +b significa que ela pode ser descrita por uma
transformacéo ortogonal, como uma translagdo. De acordo com Lavor; Souza; Aragén, (2021, p. 2), translagdes
T : R™ — R™ podem ser representadas linearmente em R+ por meio de coordenadas homogéneas, por isso, a
expressao f(x) = Az +b nos faz questionar se uma isometria em R™ pode ser representada como uma
transformacédo ortogonal em R vamos estabelecer 7 = 3, de forma gue nosso objetivo agora é saber se uma
isometria em R3 pode ser representada como uma transformagao ortogonal em R* vamos fixar, em R, uma base

ortonormal 1€1€2. €3} isto 6, € € =0 onde = € R® & dado por = = 1€1 + T2e2 + Z3€3 | com
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w1, 22,23 € R perceba que esta representacéo para x equivale ao 1% + 27 + 23k mais comumente utilizado
na geometria analitica para representar as coordenadas de um ponto = no espa¢o 3D. No modelo homogéneo, o
ponto x do espaco 3D € representado em R4 por X = x + e4, onde * = x1€1 + xae2 + x3e3 + Oea sendo que

€4 ¢ ortogonal a {e1.e2, €3} Note que Z ndo apresenta vetor em €4 por ser um ponto originalmente em R?,

Considerando que X: Y representam #, ¥ € R? no modelo homogéneo, se existe uma constante k£ € R (#0) tal

que, para todo 7,y € R?,

XY =Kl -yl @

entdo isometrias em IR? podem ser compreendidas como transformag@es ortogonais no modelo homogeéneo, ja que,
segundo Lavor; Souza; Aragdn, (2021, p. 2), outra maneira de definir uma transformacéo ortogonal A em R™ exige

apenas que, paratodo %> ¥ € R™, Ay . Av = - w.

— 2 - —0 - . e .
De X Y = kf|lz — y|| ,néstemos que* = ¥ - XX =0 implicando que a positividade do produto
interno em R* ndo pode ser satisfeita se nds queremos uma “solu¢do” para a equagdo (2). Esta discussao nos leva

a0 nosso primeiro resultado:

Lema 1: Isometrias em R ndo podem ser representadas como transformacdes ortogonais em R?* mesmo se a

positividade do produto interno em R* n3o for satisfeita.
Para prova-lo, vamos utilizar a demonstracéo realizada por Lavor; Souza; Aragon, (2021, p. 2):

Demonstracdo: De fato, no modelo homogéneo, um ponto x no espaco 3D pode também ser representado
por X = x + zyeq, ondexs € R (4 # 0), Lembrando que €4 representa o vetor 0 € IR? apartir de agora vamos
considerar que # 0. Além disso, sem perda de generalidade, vamos tomar x4 > 0. Da equagéo (2), temos que:
(x + @4eq) - (x +2464) =0 X - X =0 -,

x-x+2wy(x - eq) + 23 (eq - eq) = 0

Como €4 é ortogonal a {er.e2,e3} g v = w11 + @aes + w3e3 + Oey, 0 produto interno % - €4 vai ser
equivalente a 0, como vimos anteriormente na definicio de produto interno. Portanto:
v-x+aies-es) =0-x. X =0 -

—llz(|?
2

€464 = 22

[

Note que < #0 - eq-eq < 0, visto que o quadrado de um nimero real é sempre positivo, logo =] sera

. . 2 (o, . ]
negativo. Dessa forma, definindo a constante ¢ > 0 por ¢~ = (€4 - €4) ns temos
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o que implica que X = z+ ¢ %4,

Fazendo os célculos, nés obtemos que

XY = (z+ lle)). (24 lzlley) = oy Lol o) = 2oy ][]yl

Da equagéo (2) e relembrando que k # 0 nes temos que ¥ Y — z[|[lyl| = kl|z — ’!JHQ, 0 que deveria
ser valido para todo *,¥ € RB. Porém, considerando diferentes vetores *>¥Y (3' #0 gy # 0) linearmente
dependentes (ou seja, um pode ser escrito como combinacédo linear do outro), a inequacdo de Cauchy-Schwarz diz
que® Y — ||| [yl = 0, implicando quekH$ —yll* = 0- k=00 que é uma contradi¢do. Usando o modelo
homogéneo e assumindo as propriedades da comutatividade e da associatividade do produto interno, o lema anterior

prova que a equagao (2) ndo pode ser satisfeita para todo . ¥ < R3,

CONCLUSAO:

Tendo uma base bem estruturada dos conceitos de Produto Interno e Isometrias e utilizando-se apenas da
Algebra Linear Elementar, é possivel explorar os conceitos de Modelos Euclidiano e Homogéneo e demonstrar
topicos mais complexos, como a impossibilidade de representar isometrias em R? como transformacGes ortogonais
em R*, Como perspectiva futura, esta pesquisa tem o objetivo de continuar com os estudos acerca dos Modelos
Euclidiano e Homogéneo, porém com a adicdo do Modelo Conforme, um outro jeito de representar o espaco 3D.
Por fim, serdo realizados experimentos computacionais para um estudo mais abrangente, com a finalidade de trazer

mais préxima da pratica toda a teoria que foi discutida.
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