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INTRODUCAO:

Métodos numéricos sdo empregados para resolver equagdes. Como o erro de aproximacdo € intrinseco aos
procedimentos numéricos, conhecer e analisar como eles se ddo é de suma importancia para se obter solugdes
otimizadas.

O Meétodo dos Elementos Finitos (MEF) é uma técnica geral de construcido de aproximagdes para equagdes
diferenciais e problemas de valor de contorno (ODEN; CAREY; BECKER, 1983). Nele ¢ feita a discretizagdo
do dominio do problema em um nimero finito de subdominios, ou elementos. A geometria desses elementos é
conhecida (quadrilateros, tridngulos e hexaedros, por exemplo) e escolhida em fun¢do da dimensdo do problema e
topologia do dominio.

Neste estudo, sdo utilizados dois espagos de aproximagio fundamentais: H(div,{2) e H*(£2). Para uma com-
preensdo adequada desses espagos, comega-se pela defini¢do do espago L?(€2), apresentada na Eq.(1).

L%(Q) = {u| /Qu2dQ<oo}. (1)

O espaco L?(Q) representa o conjunto de fungdes cujos quadrados sdo integraveis sobre o dominio ). A partir
deste espaco base, definem-se os espagos H'(2) e H(div, Q) como descrito nas Egs.(2) e (3).

HY(Q) = {u LX) | Vue [LQ(Q)]d} : 2)

H(div, Q) = {u e 2]’ |V -ue LQ(Q)} . 3)

Esses espacos de aproximacgdo sdo amplamente utilizados na andlise de métodos numéricos, particularmente
nos métodos de elementos finitos mistos e hibridos. Conforme apresentado por Brezzi e Fortin (2012).

A Equacdo de Poisson (EVANS, 2010) é uma equacao diferencial amplamente empregada nas mais diversas
areas da fisica e engenharias, como para estimar escoamento em meios porosos € conducio térmica. O problema
de Poisson, desconsiderando o termo fonte, consiste em encontrar u tal que :

dive = f em Q 4)
oc=—Au em (5)
u=0 em 00 (6)

em que o ¢ varidvel de fluxo, f é o termo fonte, u é o campo potencial (varidvel de estado) e (2 representa o
dominio do problema. Na Eq. (6), u é o valor do campo potencial na fronteira 992 do dominio. E considerado que
o campo ¢ homogéneo no contorno. O campo potencial u pode, por exemplo, representar a pressdo em problemas
de escoamento em meio poroso ou a temperatura em problemas de conducéo térmica. Note que a Eq. (5) poderia
ser inserida na Eq. (4). Porém, como o interesse desse trabalho é utilizar métodos mistos, essas equacdes sao
discretizadas separadamente

A formulagio variacional pra o problema de Poisson é posta de forma a encontrar (o, u) € H(div, Q) x L?(Q)
tal que as Eq. (7) e (8) sejam satisfeitas
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/ wydive d) = / Wy f A Yw, € LQ(Q) 7
Q Q

/ W, - 0 d) —|—/ div(wgy)u dQ +/ uwe -n 0N =0 Yw, € H(div,Q) (8)
Q Q Q
em que w, e w, sdo as funcgdes teste usada no MEF, e 2 é dominio do problema. Brenner, Scott e Scott (2008)
apresenta, em maiores detalhes, as formulagdes de Poisson, bem como mais informacdes do MEF.
A confiabilidade de uma resposta aproximada é tdo maior quanto menor for o erro estimado da solu¢do. Voh-
ralik (2013) explica que ha dois tipos de estimadores de erro: os estimadores a priori e os estimadores a posteriori.
Estimadores a posteriori visam fornecer um intervalo para o erro entre a aproximacao numérica conhecida e a
solugdo exata desconhecida, mas que pode ser estimadas uma vez que se conhece a solu¢do aproximada. Vohralik
(2013) define, para problemas estdveis, estimadores a posteriori usando a Eq. (9)

q
o —unll <4 ST nd, ©)
Q.€Q
em que 7o, sdo chamados de estimadores de elementos, sendo uma quantidade em func¢éio do elemento {2.. Ao
expoente g €, normalmente, atribuido o valor 2.

Dadas as diversas aplicacdes da Equagdo de Poisson, conhecer os erros de suas solugdes aproximadas se faz
importante. Métodos definidos especificamente pra esse tipo de problema podem contribuir significativamente com
a qualidade da resposta encontrada e com a validac@o dos processos empregados durante a aproximagao numérica.

O objetivo deste trabalho € a implementacgao e validacdo de estimadores de erros a posteriori para o problema de
Poisson discretizado com formulagGes mistas e espagos H(div, €2), fundamentado no Teorema de Prager e Synge
(1947).

METODOLOGIA:

Para compreender a eficicia e a precisdo dos estimadores de erro, foram gerados diversos casos de estudo.
Esses casos foram analisados tanto em 1D quanto em 2D.

Para o modelo unidimensional, foi realizado um estudo de uma barra submetida a esfor¢os axiais. As pro-
priedades geométricas e dos materiais foram variadas para obtencdo de diversos cendrios. A solucdo exata do
deslocamento foi comparada com a solu¢do aproximada obtida pelo método dos elementos finitos, permitindo
uma avaliacdo detalhada do erro de aproximacao.

Para o modelo bidimensional, foi construida uma malha em um quadrilatero. Neste modelo, foram impostas
condicdes de contorno com valor de solugdo igual a zero nas extremidades do dominio. Fun¢des como seno-seno
foram utilizadas para gerar a solu¢cdo numérica.

Tendo estabelecidas as condi¢des de contorno e as propriedades do material, foi feita a discretizacdo do dominio
do problema pelo método dos elementos finitos e a solu¢cdo numérica foi calculada. Por fim, avaliou-se as normas
dos erros das solugdes aproximadas, tanto para cada um dos espagos quanto para o modelo de erro relativo entre
H'(Q2) e H(div, ), além da taxa de convergéncia conforme o refinamento da malha era feito.

O erro de aproximacgdo nos modelos foi calculado utilizando a norma de energia, apropriada para problemas
de elasticidade e equacdes diferenciais parciais. Tal norma é definida como:

1/2
fulle = ( [ 1702 o)
Q

RESULTADOS E DISCUSSAOQO:

Modelo 1D

Em certos casos, a solugdo exata e a solu¢io aproximada coincidiram, o que nao proporcionou um bom cendrio
para o estudo do modelo de célculo do erro. Contudo, casos adicionais foram realizados onde essa coincidéncia
ndo ocorria, permitindo uma anélise mais detalhada dos estimadores. Nesses casos, o estimador de erro relativo
apresentou resultados coerentes, demonstrando sua eficicia na avaliacdo da precisdo das solugdes aproximadas.

A seguir, sdo apresentados os gréficos dos erros de um desses casos nos espagos H! (), H(div, ), e o erro
relativo.
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Figura 1: Gréficos dos erros de aproximacgado para um caso do modelo 1D analisado.

Para o modelo bidimensional, os resultados obtidos ainda ndo sdo satisfatérios. A Tabela 1 apresenta os erros
calculados para este modelo.

Modelo 2D

Para o modelo bidimensional, foram realizados refinamentos sucessivos da malha, comecando com 64 elemen-
tos triangulares (8x8), utilizando da func@o seno-seno para solu¢do numérica. A tabela abaixo apresenta os erros
calculados ap6s cinco niveis de refinamento.

Nivel de Refinamento | Erro em H'(2) | Erro em H(div,2) | Erro Relativo
1 0.0186971 0.0977184 0.429577
2 0.00477597 0.0245284 0.217253
3 0.00120055 0.00613829 0.10894
4 0.000300551 0.00153496 0.0545093
5 7.51637e-05 0.000383764 0.0272595

Tabela 1: Erros calculados para o modelo 2D em diferentes niveis de refinamento.

Os dados indicam que o valor do erro relativo é significativamente maior do que os erros nos espacos H!(2)
e H(div, 2), o que contradiz a teoria esperada. Isso sugere a necessidade de uma andlise mais aprofundada dos
métodos de estimativa de erro aplicados no modelo bidimensional.

CONCLUSAO

Com base nos resultados obtidos, conclui-se que o estimador relativo demonstra potencial significativo para
ser um estimador de erro confiavel. Em muitos dos casos analisados, foi obtida um resultado coerente dos erros
em comparagdo com os espagos H! (Q2) e H(div, §2), especialmente nos modelos unidimensionais.

No entanto, a andlise dos modelos bidimensionais revelou discrepancias que indicam a necessidade de ajustes
nos métodos de estimativa de erro. Embora o valor do erro relativo tenha se mostrado consistentemente mais
elevado do que o esperado, a investigagdo mais aprofundada pode identificar as causas dessas discrepancias e
permitir a implementag@o de melhorias nos algoritmos aplicados.

Por fim, o trabalho realizado fornece uma base promissora para futuras investigacdes e ressalta o potencial do
estimador relativo como uma ferramenta valiosa no campo dos métodos numéricos.
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