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1 Introducao

O estudo das Equagodes Diferenciais Ordindrias
permite descrever fendmenos dindmicos e analisar
suas caracteristicas e aplicacoes. Encontrar solu-
coes periddicas e orbitas de sistemas dindmicos é
crucial, e o Teorema da Func¢do Implicita é funda-
mental, pois estabelece as condi¢des para que as
solucdes sejam descritas implicitamente.

O péndulo amortecido é um exemplo cldssico
que ilustra a aplicacdo desse teorema, conhecido

por suas solucgdes periddicas. No entanto, pertur-
bacoes na modelagem realista podem fazer com
que o péndulo pare, o que néo é desejavel em mui-
tas aplicacoes, como relégios de péndulo.

Como solucdo, aplicamos o Teorema da Funcao
Implicita junto com o Método Averaging, que in-
cluem pequenas perturbacoes no modelo do pén-
dulo, garantindo que o sistema mantenha suas ca-
racteristicas periodicas para que isso ndo ocorra.
Trabalhos como os Llibre e Teixeira em [3] e No-
vaes em [4] demonstram a aplicagdo desses méto-
dos em sistemas dindmicos complexos.

2 O Teorema da Funcao Implicita

Como o Teorema da Funcdo Implicita é essencial na demonstracdo do Método Averaging visto que
garante a existéncia e a continuidade das solucdes implicitas para equacoes diferenciais. A sua demons-
tracdo pode ser verificada no livro de Anélise escrito por Elon Lages [2].

Para esta secio, para facilitar notacdes, considere U € R? um conjunto aberto.

%,
Teorema 1. Seja f : U — R uma funcgdo de classe cke (x0,Y0) € U tal que f(xp,yg) =ce a—f(xo,yo) # 0.
x

Entdo, existem uma bola B = B(xg, 6) C R" e um intervalo J = (yg—¢,yo + €) tais quef‘1 (o) N (BX))
€ o grdfico de uma fungdo & : B — J de classe ck. Além disso, Vx € B,

23
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3 Modelagem do Péndulo Amortecido e o Método Averaging

Nesta secdo, abordaremos a modelagem do péndulo, como foi feito por Novaes em [4] buscando
equacoes que satisfazem as hipéteses do Teorema da Funcao Implicita e do Método Averaging para que
sejam usados posteriormente.

Para isso, considere um ponto de massa m em movimento sobre a forca da gravidade da Terra g e
um ponto fixo P, tal que a distancia (1) entre o ponto de massa e o ponto P permanece sempre a mesma
durante o movimento do corpo. Além disso, considere que a resisténcia ao movimento é proporcional
a velocidade da particula.

Denote por 6 a posicdo do péndulo dada em relacdo ao ponto P (radianos), portanto, a equagédo
que descreve este movimento é dada por

6 = -asin(0) -b0, (1)

onde os parametrosa>0eb >0 coma = ‘%.

Tome f e g funcdes tais que f,g : R x $! x R — R que satisfazem: f e g sdo funcdes C?; f e g sdo
localmente Lipschitz com respeito a (6, 0); f e g sdo T-periédicas com T = ZPT: para algump € Z e
f(£0,00=0

e considere a perturbacdo ndo auténoma do sistema (1).

6 = —asen(0) -b0 + ¢f (¢, 6, 0) + £2g(¢, 6, ) (2)
Para utilizar o Método Averaging, é necessdrio que o sistema esteja na forma (8). Dessa forma,
utilizaremos duas mudancas de varidveis, indicadas a seguir.
Tome 6 = €¢ com |&|>0. Dessa forma, substituindo no sistema (2), temos:

(i). = _854) +f(t58¢78¢')) + gg(t, gd)’e(p.) (3)

asen(sd))
€

Note que substituimos b por €b, o que é possivel ao assumir b um parametro pequeno. Agora, se
b > 0, teremos ¢ > 0 visto que b > 0 por hipoétese, e se b < 0, teremos ¢ < 0. Porém, podemos assumir
¢ > 0, e consequentemente b > 0, visto que podemos corrigir o sinal utilizando ¢.

A partir dessa mudanca de coordenadas, é possivel utilizar a Férmula de Taylor com resto de La-

grange demonstrada em [2] para encontrar a funciio continua r(t, ¢, ¢, &) T-periédica com T = ZPT:
tal que o sistema (3) pode ser escrito como
¢ =-a¢ +e@@o® +fi(OP + (20 -D)P) +er(t, ¢, 9, ¢) )
onde
d d
go(0) =g(t,0,0), g1() = %(t, 0,00 e ful= %(t, 0,0) )

Note que ao encontrarmos uma solucdo ) (t, €) para o sistema (4), basta tomar ¢ (t, &) = e (¢, €)
para que tenhamos uma solucdo para o sistema (3). Porém, essa mudanca de coordenadas, restringe
para solucoes periddicas apenas préoximas da origem, visto que para todo I C R intervalo compacto
|¢$(t,e)| - 0quandoe -0 comtel.
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Agora, visto que o sistema (4) é de segunda ordem e o sistema da forma padrao (8) é de primeira
ordem, é necessario fazer a segunda mudanca de variavel (x,y) := (¢, ¢), o que resulta no sistema a
seguir.

X =y
_ (6)
{y =—ax+¢e(go®) +f1(Ox+ (f(® -b)y) + £%r(t,x,y, €)

Para assegurar que a equacao (3) possui solucdes periddicas, é essencial aplicar o resultado principal
deste trabalho, que serd enunciado a seguir. Em seguida, buscaremos a forma padrédo da equacdo, que
ainda néo foi encontrada.

Teorema 2. Tome as fungoes f e g tais que satisfazem as condigbes bdsicas para definir a perturbagdo do
sistema ndo-auténomo (3). Se detM # 0, entdo para € > 0 suficientemente pequeno a perturbacdo do
péndulo (3) possui uma solugdo 0 (t, ) T-periddica tal que

(6(0,£),6(0,¢)) — (0,0), 7)

quando € — 0.

Para a sua demonstracéo, serd utilizado o resultado conhecido como Teorema Averaging de primeira
ordem, enunciado a seguir, que considera a equacao

X = eF1(5,X) + EZR(S,X, £), (8)

onde F{ : R x U —» R"™ é uma funcéo suave, R : R x U x (—ef, gf) — R™ é uma funcéo continua e
ambas as funcoes sdo T-periddicas em t.

Teorema 3. Assuma que

* F; e Rsdo localmente Lipschtz com respeito a x

* paraa € Ucomfy(a) = 0, existe uma vizinhanga V tal que g1 (Z) # 0 para todo z € Ve det(df; (@) #
0 onde f1 : U — R" ¢ dada por

T
J F1(s,Z)ds )]
0
do sistema associado a (8)
Z(t) = f1(Z) (10)

Entdo, para |e| > 0 suficientemente pequeno, existe uma solugdo X(t, &) — a quando & — 0.
A demonstragdo do Teorema (3) pode ser verificada em [1].

Desmontragdo do Teorema 2. Para utilizar o Teorema (1) nesta demonstracdo, é necessario reescrever
o sistema (6) para que as hipdteses sejam satisfeitas.

Defina

X 0 1 0 0
":(y)’ A:(—a 0)’ F(t’x):(go(t) +f1(t)X+(fz(t)—5)y)’ ¢ Ro(t”‘):(r(t,x,e))'
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Assim, o sistema (6) pode ser escrito da forma

% = Ax + eF(t,x) + 2R (t,X) (11)

Para que a equagdo (11) esteja na forma padrao (8), é necessdrio fazer a ultima mudanca de coor-
denada tomando y(t) € R? tal que

y(©) = e Ax(t) (12)

cos(+/aD) sin(v/at

a
—vasin(vat) cos(v/at)

. , . o _Af s s 4 T .,
erturbado, isto &, para ¢ = 0. Note que a aplicacio t —> e é T-periédica com T = ==, j4 que os
% % q plicag P Ja Jaq
a

onde eAf = ¢ a matriz da solucdo fundamental do sistema (11) nao-

autovalores de A ndo possuem parte real. Além disso, y(0) = x(0).

Assim, o sistema (11) é escrito da forma

y= sﬁ(t,y) + ezf{(t,y, €) (13)

onde F(t, y) = e_AtF(t, eAty) e R(, Y,€) = e_AtRO (¢, eAty, ).
Assim, obtivemos o sistema da forma padrao (8).
Como as funcdes f e g sdo T-periédicas na varidvel t, as funcdes F e R também sdo.
Para aplicar o Teorema (3) na equacao (13), aplicamos a mudanca de coordenadas a seguir.

X=y, F16X) =Fty) e R(X ) =R(ty,e). (14)
Dado z € ]Rz, podemos avaliar a funcéo f; : R? — R2 definida em (10) como

2pT

2o
1) = J e MF(t, eMz)dt = Mz —v.
0

onde M é uma matriz dada por:

_ 2r
M =- bt [ sinevan (—Mfl )+ sin(\/a)fz(t)) de,
va  Jo Ja
o
M :f ve @ (=sin(Van)fy () - vacos(Vanf, (D) dt,
0

2n
/a
Moy :f cos(vat) (cos(Vadf; (t) - Vasin(vabd)f> (®) dt,
0

& :
Mgy =— 7 + " cos(vat) (%ﬁ 0+ cos(\/a_t)fz(t)) dt.
0

XXXII Congresso de Iniciacdo Cientifica da UNICAMP - 2024 4



e v é dado por

fszff sin(+v/af)
V= 0 Va

2pm

—foﬁ cos(v/at)go(t) dt

go(t) dt

Assumindo que detM # 0, é possivel concluir, que existe solugdo zy = (xg,yo) do sistema linear
f1(z) =0 dado por 2o = M1y que satisfaz as hipdteses do Teorema (3).

Além disso, det(M) # 0 também implica a unicidade da solucéo z( do sistema Mz = v, pelo Teorema
da funcio Implicita (1). Assim fi (z) # O para todo z € R? \ {zo}.

Agora, aplicando o Teorema (3), sabemos que o sistema (13) possui solucédo T-periddica y(t, €) tal
que
y(0,¢&) — zg quando € — 0

o que implica a existéncia da solucdo periddica (x(t, €),y(t, €)) do sistema (6) tal que

Ge(t, €),y(t, ) = x(t, &) = My (t, e).

Dado que xy =yq, quando ¢ — 0. temos que

x(0, &) _, (X0
0,¢) 0
Entao (9 (t, &), Q(t, 8)) =¢ (x(t, €),y(t, 8)) é solucdo T-periddica do sistema (2) tal que
(O(t, £€), é(t, 8)) — (0,0) quando ¢ — 0, como queriamos. O

4 Conclusao e estudos futuros

A aplicacdo do Método Averaging revelou que, proposta. Porém, este método ndo possui aplica-
apesar das perturbacdes, como a resisténcia do ar, ¢oes apenas neste modelo, assim, € possivel conti-
o péndulo pode manter suas caracteristicas peri6- nuar os estudos referente a outras aplicacoes como
dicas, o que confirma a robustez da modelagem o sistema de mola com amortecimento.
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