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1 INTRODUCAO

O Método dos Elementos Finitos é uma poderosa ferramenta utilizada em diversas areas da ci€ncia computa-
cional, para simulag¢@o de fendmenos fisicos e problemas de engenharia, para a solugcdo de equagdes diferenciais
parciais [1].

O método consiste em dividir o dominio, processo conhecido como discretiza¢do, em um ndmero finito de
elementos menores, os quais estdo conectados por nds, formando uma malha. Com isso, utilizando formulacdes
variacionais das equacgdes governantes que descrevem o problema, constrdi-se solugdes aproximadas, através da
contribuicdo dos elementos [2]. Para isso, as equagdes governantes que descrevem o comportamento de cada
elemento sdo assembladas em uma matriz global, o que permite a constru¢do de um sistema linear de equacdes
que serd resolvido em todo o dominio.

Uma varia¢do do método tradicional de Elementos Finitos é a aplicacio de formulagdes mistas, onde a pressdo e
o fluxo sdo aproximados simultaneamente. Nela, sdo consideradas func¢des pertencentes ao espaco de aproximagio
H(div) para as velocidades, que fornece aproximagdes localmente conservativas [3]. Essa abordagem é comu-
mente utilizada para descrever a dindmica dos fluidos, problemas incompressiveis de Darcy através de meio poroso,
e Navier-Stokes.

A matriz resultante da aplicacdo desse método € do tipo ponto de sela, a qual possui propriedades espectrais
pobres e mal-condicionamento, € esparsa e indefinida. Dessa forma, resolver sistemas lineares desse tipo ndo é
trivial, o qual exige técnicas especiais para sua resolucio. Ja sistemas simétricos, positivos-definidos, apresentam
uma decomposi¢do triangular especial e mais eficiente. Assim, sdo extremamente estaveis numericamente, sem
necessidade de pivoteamento [4].

Frente a isso, o Laboratério de Mecanica Computacional da Engenharia Civil da Unicamp vem desenvolvendo
um método iterativo que resolva um problema ponto de sela através da utilizacdo de uma matriz precondicionada
[5], técnica utilizada para melhorar a distribui¢do dos autovalores e do niimero de condicionamento da matriz
original, e, com isso, aprimorar a resolu¢do de sistemas lineares, resolvendo de forma mais rdpida e eficiente.

Para tanto, introduz-se um parametro na diagonal nula, o que possibilita a condensacio estdtica da pressdo. A
matriz resultante desse processo € simétrica, positiva-definida, o que permite utilizar a Decomposicao Cholesky,
que possui em torno de duas vezes menos operagdes do que outros métodos de fatoracdo de matrizes.

Portanto, o objetivo da presente pesquisa € a andlise da metodologia proposta de resolu¢do de sistemas lineares
de equagdes advindos do Método dos Elementos Finitos, em especial o método que utiliza formulagdes mista, e
comparagdo com outras formas de resolver esses problemas. Para isso, é implementado o problema de Darcy,
que gera sistemas lineares representativos para andlises e realizagc@o dos testes, a fim de avaliar a performance da
metodologia de resoluc¢do desses sistemas.

1.1 METODO ITERATIVO PROPOSTO

Um sistema linear de ponto de sela advindo da discretizacdo do Método dos Elementos Finitos pode ser repre-

sentado da seguinte forma:
x
DI (1)
Y g

sendo A, B, C e 0 blocos de matrizes que formam a matriz geral dos coeficientes.

A B
BT 0
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A B

K:
B 0

2)

A matriz A € simétrica, positiva-definida e possui contribui¢des dos fluxos internos e das interfaces dos ele-
mentos. Os primeiros podem ser eliminados do sistema global pelo método de condensag@o estatica [6]. Dessa
forma, o sistema passa a ter apenas contribui¢des dos fluxos das interfaces e das pressdes dos elementos, reduzindo
o nimero de graus de liberdade do sistema global.

Busca-se resolver o problema descrito na Eq. (1) de forma iterativa, introduzindo uma matriz C = -al, de modo
a preencher a diagonal nula, onde o termo « € um parametro de penalizacdo e I a matriz identidade. No caso do
problema fisico de Darcy, essa matriz representa a adicdo de uma pequena compressibilidade artificial, resultando
na seguinte matriz positiva definida:

A B
BT —al

; 3)

Como a matriz C € positiva-definida, o processo de condensacdo estitica também pode ser aplicado para
eliminar a pressao do sistema global. A matriz condensada é dada pelo Complemento de Schur, da seguinte forma:

K=A—-B(—ol)"'B” 4)
e o vetor de carga:

f=f—-B(-al)"'yg (5)

O método iterativo proposto tem a matriz K como precondicionador para a matriz K. Como a matriz K é
simétrica positiva-definida, o problema alterado é resolvido através da Decomposicdo de Cholesky, estimando,
dessa forma, a solugfo inicial xg:

zo=K'f 6)
Em posse do vetor x, o vetor yg € calculado a partir de:

yo = (—oI) (g — Bao) (7)

A solucdo inicial ndo satisfaz o problema original. Dessa forma, pode-se buscar uma corre¢do na solugdo da

iteracdo k fazendo:
Tht1 A B T 0 0
. — 10 . S - (8)
Yk+1 B° —al Yk Yk aYk-1

e considerando que Az, = 41 — Tk € Ayr = Yp+1 — Yk, €SCrEve-se:

Al‘k _ 0
. {Ayk} B {a(yk - ykl)} ®

Ou seja, para computar a varidvel incremental que atualiza o vetor solugdo, basta resolver o sistema com a
matriz K e o vetor residuo da iteragc@o anterior. Com algumas manipulagdes algébricas e matriciais, esse residuo é
obtido na formulagdo ja condensada da seguinte forma:

A B
BT —al

A B
BT —al

r,=-BC™ (B"z, —g). (10)

Como estamos trabalhando com o problema condensado, a correcao do fluxo e da pressdo acontecem separa-
damente, utilizando a matriz K.

Az = (K) 7ty (11)
Tht1 = Tk + ATppq (12)
Aygsr = (—al) (g — Bzgqa) (13)
Yk+1 = Yk + AYpt1, (14)

€ 0 processo iterativo é repetido até que ||7x || seja menor que uma tolerincia estabelecida.
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2 METODOLOGIA

Seja €2 um dominio aberto com contornos Lipschitz 02 = 9Q2p U 0§, representando os contornos Dirichlet
e Neumann, respectivamente. A formulagdo mista da equacgio de Darcy (lei constitutiva) consiste em achar o fluxo
(ou velocidade) o € H(div, 2) e a pressdo p € L*(Q) que satisfaca:

o=—-KVp, em(), (leide Darcy) (15)
V.-o=f em{, (conservacio de massa) (16)
p=pp, sobredlp, 17
o-n=gy, sobredQy. (18)

em que K representa a permeabilidade do meio, f € L?() é o termo de fonte, pp € H'/2(Q) é a condigdo
de contorno de Dirichlet e gy € L?(Q) é a condi¢do de contorno de Neumann, sendo n o vetor normal unitario
externo a 0f) y, representando um meio poroso, saturado com um fluido incompressivel.

Utilizando o método dos Elementos Finitos, a discretizacdo da formulagdo variacional desse problema de Darcy
acontece a partir da aplicagio de um espaco de aproximagio finito aproximado em par H(div)-L? estdvel. Essa
implementagdo do problema modelo gera a matriz global, sobre a qual foram realizados testes de resolugdo de
sistemas lineares, com a aplica¢do de um método Direto e do método Iterativo Precondicionado proposto.

O problema de Darcy tridimensional para os testes da consisténcia e estabilidade do método proposto tem o
dominio computacional cibico Q = (0,1) x (0,1) x (0,1), com malha uniforme de elementos de geometria
hexaédrica, com ordem polinomial 2 e tamanho caracteristico h, = 1/n, em que n é o ndmero de divisdes de
elemento.

A solug@o analitica do problema de Darcy é conhecida, cujo campo de pressao € a solucdo harmonica a seguir:

_sin(mx) sin(my) sinh(v/272)
pley,2) = sinh(v/27) ’

sendo que o campo vetorial do fluxo é encontrado diretamente aplicando a Eq. (19) na equagdo de Darcy. A
solu¢do analitica € mostrada na Figura 1.

19)

ExactFiux Magnitude

(@ (b)

Figura 1: Representagdo da solucao analitica do fluxo (a) e da pressdo (b) para o problema de Darcy.

As implementagdes computacionais foram feitas no ambiente de programacdo denominado NeoPZ [7], desen-
volvida no Laboratério de Mecanica Computacional para célculos de Elementos Finitos, para diversos problemas
da mecénica computacional.

Nos testes foi utilizada a implementagdo da Decomposi¢do de Cholesky da biblioteca PARDISO (Parallel
Direct Sparse Solver Interface) [8] para a constru¢do do precondicionador do solver iterativo, em quanto que
a solucdo do problema original é adquirida pelo método direto LDLT, também implementado pelo PARDISO.
Esse consiste em um Software/Biblioteca de alta performance, com eficiéncia de memdria para resolver sistemas
lineares de equacdes grandes e esparsos em multiprocessadores de memoria compartilhada.

Com o objetivo de avaliar a influéncia do parametro de penalizag@o para o método iterativo, experimentagdes
computacionais variando o valor de a e o nimero de divisdes do elementos (n) foram realizados, considerando
que a convergéncia é alcangada quando a norma Euclidiana do residuo ||r|| = /7 é menor que 10, com o
méximo nimero de iteragdes igual a 200.

Os testes de convergéncia foram realizados variando a compressibilidade « e analisando o comportamento do
valor da norma do residuo em funcdo desse pardmetro. Da mesma forma, investigou-se o custo computacional
através da obtencdo dos tempos de execug¢do dos métodos, variando o nimero de divisdes do elemento. Para o
método proposto, o tempo total € dado pelo tempo necessdrio para montagem do precondicionador mais o tempo
gasto durante as iteracoes.
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3 RESULTADOS

Os resultados evidenciam que o nimero de iteracdes cresce conforme o refinamento da malha, ou seja, maior
nimero de divisdes do elemento. Porém, a taxa de convergéncia aumenta com a diminui¢do do valor de «, o
que € esperado, uma vez que a matriz precondicionada se aproxima da matriz original. Alguns resultados sio
apresentados na Figura 2, em que mostra a relagdo entre o nimero de iteragdes necessdrias para convergéncia de
cada « e a evolug@o da norma do residuo, apresentando comportamento linear com a norma do residuo em escala
logaritmica.
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Figura 2: Numero de iteracdes necessarias para convergéncia, em funcdo de o

O préximo experimento foi realizado para comparacdo do custo computacional entre o0 método proposto e o
solver direto, variando o nimero de divisdes do elemento. A Tabela 1 mostra os resultados para diferentes valores
de a. Foi possivel observar que, dos testes realizados, o tempo de execu¢do do método iterativo superou o método
a partir do nimero de divisdes n = 20. Nota-se que, para algum valor 6timo de o o método iterativo passa a ser
mais eficiente que o direto, chegando a ser cerca de 30% mais rapido para n = 60.

Outro resultado demonstrado foi que, para valores muito pequenos de «, perde-se precisdo, levando a di-
vergéncia. Isso ja era esperado, uma vez que, a medida que o pardmetro se aproxima de zero, o problema tende ao
problema indefinido ponto de sela original, em que o uso da decomposi¢do de Cholesky ird falhar como o método
direto para buscar a solucdo do sistema linear.

Observou-se ainda que o valor 6timo do parametro de compressibilidade varia também com o refinamento
da malha, ou seja, com o tamanho do elemento: quanto maior o nimero de divisdes dos elementos, menor a
contribuicdo de cada elemento no sistema global, sendo necessério o ajuste adequado do valor de a.
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Tabela 1: Tempos de execucdo do Método Iterativo Proposto, em func¢do do «, e do Direto, para alguns casos de
refinamento da malha.

Tempo de Execugdo (ms)

Divisoes a=10"2 a=10"3 a=10"* a=10"° a=10"% a=10"7 Direto
n=>5 128 120 115 118 110 160 79

n =10 733 533 462 426 442 512 357
n=15 4.486 2.196 1.691 1.576 1.467 1.573 1.293
n =20 20.576 7.065 5.106 4.308 4.038 4.120 4.250
n =25 74.578 20.137 13.010 11.206 10.112 10.092 11.851
n =30 226.580 52.632 30.641 25.884 24.770 23.648 30.743
n =235 - 131.337 71.538 61.349 57.482 55.227 71.943
n =40 - 291.359 151.364 128.622 115.666 112207 150839
n =50 - 1.078.540 524.246 445.145 423886 416.989 540.429
n = 60 - 3.32154e+06 1.555.730 1.335.250 1.281.101 1.267.020 1.757.863

4 CONCLUSOES

A utilizagdo de espagos de aproximacdo H (div) no Método dos Elementos Finitos resulta em sistemas lineares
do tipo ponto de sela, cujas propriedades dificultam a inversdo, exigindo técnicas especiais para sua resolucio.

Frente a isso, foi proposto um método iterativo que resolva um problema ponto de sela através de um precon-
dicionador positivo-definido, introduzindo um parimetro de compressibilidade na diagonal nula, o que possibilita
a condensacdo estdtica da pressdo, reduzindo o tamanho do sistema a ser resolvido, e permite o uso de métodos de
resolugdao como a Decomposicao de Cholesky para computar a corre¢do da solugdo em cada iteracdo.

Os resultados mostraram que, a medida que o valor de o decresce o nimero de iteracdes requeridas para
convergéncia diminui. No entanto, perde-se precisdo com valores muito pequenos do parametro, levando a insta-
bilidade numérica, o que resulta na divergéncia do do processo. Nota-se também que, para algum valor apropriado
de o, 0 método iterativo passa a ser mais eficiente que o direto a partir de n = 20.

Nesse sentido, mais estudos sdo necessarios para determinar o valor 6timo de em func¢do do tamanho e refina-
mento da malha, bem como propriedades fisicas do problema.
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