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INTRODUCAO

Este projeto de IC busca estabelecer uma conexao entre integrais elipticas, fungoes
elipticas e curvas elipticas, apresentando brevemente os conceitos importantes que tém
sido objetos centrais de estudo em matemética desde o século XVIII. Tais temas conti-
nuam relevantes até hoje, assumindo um papel importante nas areas de analise, geometria
algébrica e contribuindo para aplicagoes em teoria dos ntimeros.

1. INTEGRAIS ELIPTICAS E FUNCOES ELIPTICAS

Seja R(z,y) € C(z,y) uma fungao racional e f(x) € C[z] um polinémio. Nesta secao,
estaremos interessados em expressoes da forma

I= /R(a:, V f(x))dx.

Quando o grau de f é 1 ou 2, a integral acima é elementar, ou seja, pode ser expressa
em termos de funcoes algébricas, trigonométricas, trigonométricas inversas, exponenciais
e logaritmicas. Estas integrais aparecem naturalmente, por exemplo, em problemas geo-
métricos envolvendo o calculo de comprimento de arco de curvas ou de areas de figuras
bidimensionais, problemas de fisica classica, como a descricao de um péndulo simples,
entre outras aplicagoes diversas.

Como exemplo deste tipo de integral, tomaremos o calculo do comprimento de arco do
circulo unitério, dada por

Y

t
s(t) = | ———=dx = arcsint
1
0

FIGURA 1. Arco do circulo
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Agora, se o grau de f(z) é maior que dois, a integral nem sempre é elementar. O caso
de interesse para este trabalho serd em que f(z) ¢ um polindémio de grau 3 ou 4 e nao
possui raizes multiplas. A expressao neste caso é chamada de integral eliptica. O exemplo
que tomaremos ao longo do texto para uma integral eliptica serd o comprimento de arco
da lemniscata (isto ¢, a curva plana definida pela equacdo (2% + y*)* = (2* — 7)), dado
por

FIGURA 2. Arco da lemniscata

Cada integral eliptica da forma

2(r) = / " Rie, /T @))de,

possui uma expressao inversa 7(z), definindo uma fungao que é analoga a uma fungao
trigonométrica, com a lemniscata fazendo o papel do circulo. Este tipo de funcao foi
intensamente estudado por Gauss, Euler, Abel e muitos outros matematicos a partir do
século XVIII. Ja que sao fungoes que nao possuem uma expressao elementar, procuravam-
se maneiras de se extrair informacoes destas func¢oes por outros meios. Uma propriedade
surpreendente sao as formulas de adi¢ao descobertas inicialmente por Fagnano e poste-
riormente expandidas por Abel e Euler.

Voltando ao exemplo do comprimento de arco do circulo, ao invertemos a expressao
obtemos

t(s) = sen(s),

cuja formula de adigao é bem conhecida:
sen(s + u) = sen(s)y/1 — sen(u)? + sen(u)y/1 — sen(s)?,

Ja para o arco da lemniscata, denotaremos a func¢do inversa por sl(z) = r(z). A
funcao sl pode ser estendida para uma funcao meromorfa sobre todo o plano complexo
C, e Fagnano foi capaz de provar a seguinte formula de adigao.

Teorema 1.1 (Formula da adi¢ao). Sejam, z,w € C, e sl a fun¢ao definida como acima,
entao

_osl(w) /1 —sl(2)* +5l(2) /1 — sl(w)*
2) sz +w) = 1+ s1(2)%s1(w)? ‘

Como um corolario desta férmula de adigao, obtemos a seguinte propriedade da funcgao

sl.

Corolario 1.1. Seja z € C, entao

(3) sl(z + A) =sl(z), sl(z +iA) = sl(2),
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onde

/\:z(l):/ol\/%

€ a chamada constante de Gauss.

A equagao (3) pode ser resumida dizendo que a fungao sl é uma fun¢ao duplamente
periodica, com periodos A e tA. E com essa propriedade em maos, podemos reescrever a
formula (2) em termos das integrais como

“ dr b dx ¢ dx ,
/0 ——1—x4 —{—/0 ——1—x4 —/0 ——1—m4 mod A\Z + i\Z
onde
av1l—>b*+bV/1—at

1+ a?b? '

Fungoes sobre o plano complexo que sao meromorfas e duplamente peridédicas sao
chamadas de funcoes elipticas e, como vimos acima, a fungao sl é o nosso primeiro exemplo
de uma funcao eliptica.

Por fim, vale ressaltar que todos os resultados apresentados acima para a lemniscata
possuem analogos para quaisquer polinémios de grau 3 ou 4.

2. AS FUNGOES p DE WEIERSTRASS

A abordagem de Weierstrass para o estudo de curvas elipticas foi formalizada através
da introducao de funcoes especiais que serao apresentadas nessa se¢do, e que possuem
uma forte relagao com as chamadas curvas elipticas.

Dados dois niimeros complexos nao nulos w; e wy, R-linearmente independentes, con-
sideramos o reticulado A = Zw;, + Zw, em C, e definimos a fung¢ao o de Weierstrass
associada ao reticulado A da seguinte maneira

1

1 1
mO=at 2 EaE
AeA\{0}

Tanto pa quanto sua derivada @) sao fungoes elipticas com periodos wy, wo.

Exemplo 2.1. A funcao sl é eliptica com periodos A e i\, e entdo podemos nos per-
guntar pela relagao entre sl e py onde A = A\Z + iA\Z. Acontece que estas fungoes estao
relacionadas pela equacao abaixo

pa(2) = @

O proximo teorema é o responsavel por fazer a conexao entre as fungoes o de Weiertrass
e as curvas elipticas.

Teorema 2.1. A funcao pp € solugao para a sequinte equacao diferencial
pr(2)° = 4pa(2)° = g20a(2) — 93
onde A determina unicamente g, e g3 através da série das séries de Fisenstein

L) DS

AEA AEA
A0 A0
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Isso implica que o mapa z — (pa(2), P (2)) € uma parametrizagao (ou uniformizagao)
da curva algébrica plana em C? definida pela equacao

(4) y2 = 4a° — ga2x — g3.

Este tipo de curva é chamado de curva eliptica, e apresentaremos mais de suas proprie-
dades na proxima sec¢ao.

Observagao 2.1. A construgao acima é analoga a parametrizacao do circulo por fungoes
trigonomeétricas. Se tomarmos p(x) = sen(x) o mapa x — (p(x),p'(x)) = (sen(z), cos(x))
parametriza o circulo ? 4+ ¢ = 1.

3. CURvAS ELIPTICAS

Uma curva eliptica complexa é uma curva algébrica projetiva plana determinada por
uma equacao (afim) da forma

y? = fla),

onde f(z) é um polindmio cubico com trés raizes distintas. Por exemplo, as curvas
determinadas por uma equagao como (4) sao curvas elipticas (ditas na forma canodnica
de Weierstrass).

Curvas elipticas se notabilizam na teoria das curvas algébricas por possuirem uma
estrutura natural de grupo abeliano. A lei de grupo é dada pela construcao seguinte.
Seja F uma curva eliptica e P,QQ € F dois pontos. A reta P(Q) intersecta F em um
terceiro ponto, que denotaremos por P * (). Agora, seja O € F o ponto no infinito. Para
dois pontos P, () € E quaisquer, definimos

(5) P+Q=0x%(PxQ).

E possivel provar geometricamente que o conjunto £ munido com a operagao + definida
acima é um grupo abeliano em que O é o elemento neutro. As figuras abaixo apresentam
visualmente essas construgoes.

FIGURA 3. Lei de Grupo F1GURA 4. Elemento neutro O

A estrutura de grupo das curvas elipticas tem uma ampla gama de aplicagoes, destacando-
se na teoria dos numeros. A existéncia da estrutura de grupo abeliano em uma curva
eliptica pode ser interpretada como uma manifestacao geométrica das férmulas de adi¢ao
para integrais ou funcoes elipticas.
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Considere, por exemplo, a integral z(r) definida na equagao (1). Fazendo a mudanga
de variaveis t = 1/2* obtemos:

/ = dx

z(r) = _.

o VAard —4dx

A integral acima, por sua vez, pode ser vista como a integral da forma diferencial w = dzx/y
em E de um caminho que liga a origem O ao ponto P correspondente a 1/r?:

F1GURA 5. Curva apds a mudanca de variavel

Em geral, pode-se mostrar que as integrais elipticas fornecem um isomorfismo de grupos
e de superficies de Riemann

P
E — C/A, P+—>/ d—x
o Y

que corresponde ao inverso da parametrizagao de Weierstrass. A compatibilidade com a
lei de grupo é equivalente a féormula

Pi+P Py Py
/ w :/ w —i—/ w mod A
(@) O (@)

que é nada mais que a féormula de adi¢ao para integrais elipticas.
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