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1 Introducao

O intuito desse estudo é entender a razao pela qual nao podemos encontrar uma férmula que resolva
equagoes de polinomios de grau maior ou igual a 5. Férmulas como a de Bhaskara e de Cardano
sao conhecidas para encontrar as solucoes de polindmios de grau 2, 3 e 4. Sem entrar em detalhes,
essas formulas resolutivas sao ditas ”por radicais”pois envolvem apenas operacoes elementares nos
coeficientes do mesmo polinomios: soma, multiplicacao, e e estragao de raizes. No entanto, por muito
tempo restou em aberto o problema permaneceu em aberto por cerca de trés séculos para polinomios
de grau 5, a saber

az® + br' + ca® + da® +ex + f = 0. (1)

Surpreendendo as expectativas de alguns grandes matematicos do século 19, como Lagrange, a
resposta ao problema, nesse caso, foi negativa; mais precisamente, vale o seguinte resultado.

Teorema 1.1 (Abel-Ruffini) Um polinomio f(x) de grau maior igual a 5 nao pode ser resolvido
por radicais.

Vamos agora detalhar um exemplo simples, para exemplificar o que a "resolugao por radicais” comporta.
Tomemos polinémio de grau 2, az? 4 bz + ¢ = 0, cuja solucao é dada pela férmula de Bhaskara:
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, onde A =0b*—4ac.
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A busca de solugoes para equacoes de grau arbitrario levou a criacao da Algebra moderna, com
a Teoria de Grupos e Corpos, que estao juntas na assim chamada Teoria de Galois. O foco deste
projeto é entender um nivel elementar de Teoria de Galois, em especial o seguinte célebre Teorema:

Teorema 1.2 Um polinomio f(x) solivel por radicais se e somente se seu grupo de Galois é solivel.

Para compreendermos o teorema acima é necessario elucidar alguns conceitos fundamentais de
algebra e entender algumas estruturas como grupos, anéis, em especial os anéis de polinomios, corpos
e extensao de corpos.

2 Desenvolvimento da Pesquisa

A pesquisa em primeiro momento foi focada em entender os conceitos fundamentais de dlgebra em
sua totalidade ao longo do semestre, para posteriormente entendermos o Teorema de Abel-Ruffini e
o Teorema Fundamental de Galois.

Foram usadas as bibliografias [1] e [2] para o estudo dos conceitos de anel, dominio, corpo, homo-
morfismo, ideais, corpo de fragdes de um dominio, polindmios em uma variavel e grupos. No segundo
momento, usufruimos das bibliografias [3] e [4] para enteder a fundo os problemas da quintica, corpos,
extensoes, corpo de decomposicao e introduzir a teoria de Galois.

3 Estruturas algebricas

Vamos introduzir o conceito de grupos e seus resultados mais importantes, a fim de entender a relacao
entre a teoria de grupos com os corpos e termos traquejo suficiente para entender o Teorema 1.2.

Defini¢ao 3.1 (Grupo) Um grupo € um par (G,-) onde G é um conjunto e - : G x G — G € uma
operacao bindria em G que, para todo a,b,c € G, satisfaz:

(i) a-(b-c)=(a-b)-c (Associatividade)
(1) Je € G tal que a - e =e-a = a (Elemento neutro)
(iii) Ja=' € G tal que a-a™' =a~'-a = e (Elemento inverso)
Quando a-b="0-a dizemos que o grupo € abeliano (comutativo).
Vamos exemplificar alguns grupos:

1. Os inteiros Z sao um grupo com respeito a operagao +. Aqui, o elemento neutro é 0. Para cada
a,b € Z, temos que a + b € Z.

2. Seja X um conjunto e G = Perm(X) = {f : X — X | f é uma bijecao}. Tal f é chamado de
permutacao de X. G é um grupo com respeito a operacao de composicao, i.e.,

(fog)(xz)= f(g(x)) paracadaz € X.

Se f e g sao permutacoes de X, entao f o g também é uma permutacao. Aqui, o elemento
neutro ¢ a identidade de X, denotada por idx. No caso em que X é um conjunto finito de n
elementos, GG é denotado por 5, e é chamado de grupo simétrico.
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Definicao 3.2 (Homomorfismo) Sejam (H,*), (G,x) grupos, onde * e k sdo operagoes bindrias,
dada f : H — G, se vale f(axb) = f(a) * f(b) Ya,b € H, entio f é homomorfismo. Veja que f
preserva a estrutura de grupo.

Defini¢ao 3.3 (Isomorfismo) Dado G, H grupos se tivermos f homomorfismo e este for bijetivo,
entao temos um isomorfismo.

Grupos isomorfos sao “iguais”. Como possuem mesma estrutura entao conhecendo um grupo o

outro também o é. Veja que com isso iremos apenas considerar grupos diferentes aqueles que nao sao
isomorfos. Inclusive escrevemos G=H nesses casos.

A auseéncia de uma férmula geral para resolver equagoes de quinto grau é uma consequéncia do
fato de que o grupo Ss, que é o grupo das permutagdes do conjunto {1,2,3,4,5}, nao é solivel.

Seja G um grupo de ordem p”. Se H é um subgrupo maximal de G, entao H é normal em G e
GI/IH| = p.

Definicao 3.4 (Grupo Solivel) Um grupo G € solivel se existir uma cadeia de subgrupos
() =HyCH CH,C---CH,=G
tal que cada grupo quociente H;1/H; é abeliano.

Defini¢ao 3.5 (Anel) Um anel é um par (A,+,-) onde A é um conjunto e + e - sdo operagoes
bindrias em A, que satisfazem as sequintes propriedades:

o (A,+) € um grupo abeliano.:
o (A,-) é um semigrupo, isto é:
(i) A operagdo - € associativa.
o A operacao - distribui sobre 4, isto é:
(ii) Para todo a,b,c € A,
a-(b+c)=a-b+a-c
(a+b)-c=a-c+b-c

Quando (A,-) € um grupo, isto €, cada elemento a € A possui inverso com relag¢do a operagao -
temos um corpo.

Ezxemplos de anéis sao 7Z e as matrizes. Exemplos de corpos sio Q,R, C.
Vamos enfatizar os anéis de polinomios e listar alguns resultados importantes.

Definicao 3.6 (Anel de Polinémios) Seja R um anel. O anel de polinémios sobre R, denotado
por Rlzx], € o anel formado pelos polinomios com coeficientes em R, onde a adi¢do € a adigcdo de
polinomios e a multiplicacao é a multiplicacao de polinomios.
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O importante € que polinomios tenham fatoragao unica. Como geralmente trabalhamos com o anel
base 7., que € um dominio de fatorizacdo unica, nao precisamMos nos Preocupar,pois

Definicdo 3.7 (Dominio) Um anel R é um dominio integral (ou simplesmente dominio) quando,
para todo a,b€ R, ab=0 =— a =0 oub=0.

Teorema 3.1 Se R é um dominio de fatorizagdo unica, entao R[x] também é.

Isso resume algumas das propriedades necessarias para anéis, embora algumas defini¢coes gerais, como
a definicao de mdzimo divisor comum em qualquer anel e alguns teoremas relacionados, nao tenham
sido abordadas

4 Corpos, Extensoes e Teoria de (alois

Antes de falarmos do teorema de Galois, precisamos discorrer sobre alguns resultados importantes de
corpos e extensoes. Corpos sao importantes, pois os espagos vetoriais sao feitos partindo deles.

Defini¢ao 4.1 (Extensao de Corpo) Sejam F,K corpos, se F C K, também denotado por K/F,
€ denominado extensao de corpo.

Um exemplo facil de verificar isso sdo os C(complexos) como entensao de R.

Como K é um espago vetorial sobre F, ele tem uma dimensao sobre o mesmo. Escrevemos [K : F]|
para essa dimensao e chamamos ela de grau da extensao K/F. Nesse projeto nos restringimos a
trabalhar com extensoes finitas.

Defini¢ao 4.2 Seja K/F uma extensao. Dizemos que o € K € algébrico sobre F' quando existe
f € Flz] tal que f(a) = 0. Se todo elemento de K é algébrico, entdo dizemos que K € algébrico sobre
F e K/F ¢é uma extensao algébrica.

Como exemplo, temos C = R[i], onde dado z € C, temos z = a + bi, com a,b € R. Veja que i é
algébrico sobre R, tome p(z) = 22 — 1.
Ou ainda Q(v/2), veja que v/2 é algébrico sobre Q,tome p(z) = x? — 2.

Defini¢ao 4.3 Se K € uma extensao de F, o grupo de Galois de K/F € o grupo formado pelos
F-automorfismos de K. Esse grupo € denotado por Gal(K/F).

Assumimos que nossos polinémios sao separaveis. Para grau 2, 3, ou 4, exigimos que o corpo F
nao tenha caracteristica 2 ou 3 ¢é suficiente para garantir a separabilidade. Seja f(x) € F[x] separavel
e irredutivel sobre F', e K o corpo de decomposicao sobre F' de f. Defina f(z) = (z—ay) -+ (z—ay,) €
K[z]. Se n = deg(f), note que n divide [K : F| = |Gal(K/F)|, Como [F(a;) : F] = n. O grupo de
Galois Gal(K/F) é isomorfo a um subgrupo de S,,, com S,, sendo o grupo de permutagoes das raizes
de f.

Quando conseguimos associar o grupo de permutagoes das raizes de f(z), encontramos uma
formula que resolve o polinomio.
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Definigao 4.4 Uma extensao de corpo K de F' € uma extensdo radical se K = F(ay,...,a,), tal que
existem inteiros ny, ..., n, comai* € F ea;" € F(ay,...,a;_1) paratodoi > 1. Sen; =---=n, =n,
entado K € chamada uma extensao n-radical de F'.

Definicao 4.5 Se f(z) € F[z], entdao f € solivel por radicais se existe uma extensao radical L) F tal
que [ se decompoem em L.

Lema 4.1 Se K é uma extensdo de F, a € K € algébrico sobre F' e 7 € Gal(K/F), entao T permuta
as raizes de min(F, a).

Definicao 4.6 Uma extensao K de F € dita Galois quando F = F(Gal(K/F)).
Proposigao 4.1 Se K ¢é uma extensao Galois de F, entio [K : F| = |Gal(K/F)|.
Da proposicao 4.1, segue corolario

Corolério 4.1 Se K/F é uma extensiao e o € K ¢é algébrico sobre F, entao |Gal(F(«)/F)| € igual
ao numero de raizes distintas de min(F,a) em F(a). Assim, Gal(F(«)/F) é Galois se, e somente
se, min(F, ) tem n raizes distintas em F(«), onde n = deg(min(F, ).

Portanto, ha duas maneiras pelas quais F'(«)/F pode ndo ser uma extensao de Galois. Ou algumas
das raizes de min(F, ) nao estao contidas em F'(a)) ou o polindmio possui raizes repetidas.

Teorema 4.1 (Teorema Fundamental da Teoria de Galois) Seja K uma extensio de Galois
finita de F'. Entao hda uma bijecao entre os corpos L tais que K O L O F e os subgrupos de G,
dada por L — Gal(K/L) e sua inversa por H — F(H). Além disso, se L corresponde a H, temos
[K: L= |H|elL:F]=|G|/|H|. Além disso, H é normal em G se, e somente se, L é Galois sobre
F. Quando isso ocorre, Gal(K/F) = G/H.

5 Conclusao

Como discorrido nas se¢oes anteriores, concluimos que nao ¢é possivel associar uma férmula geral para
polinomios de grau maior ou igual a 5, pois nao podemos garantir que o grupo F'(a)/F seja uma
extensao de Galois.
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