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I Introducao

Neste projeto exploramos o Teorema de Noether que é um dos resultados mais importantes e
profundos da fisica tedrica. Este teorema foi formulado pela matemética alema Emmy Noether
em 1915 e estabelece uma conexao fundamental entre simetrias e leis de conservagao. Basica-
mente o teorema nos garante que para cada simetria continua presente em uma Lagrangiana,
existe uma lei de conservagao associada.

Veremos que o teorema de Noether fornece uma maneira sisteméatica de encontrar leis de
conservacao a partir de simetrias e que ele é muito utilizado em diversas areas da fisica, sendo
aplicado tanto no regime da fisica cldssica quanto no regime da fisica quantica, sendo particu-
larmente 1til dentro do contexto da fisica de particulas.

II Metodologia e Discussao

II.1 Simetrias em sistemas classicos

Dentro do formalismo newtoniano, consideramos um sistema de duas particulas nao-relativistico
interagindo a partir de um potencial que dependa apenas de sua distancia relativa, onde sua
energia cinética, T', e a energia potencial, V', sao dadas por

1 .

1
T = §m1r12 + §m2r'22 , V=V(r1—r2), (1)

onde m1 e mo sao as massas destas particulas.



As respectivas equacoes de movimento sao dadas por

0

m’LI'"i = —Vz'V(I']_ — I'2) = —aT

V(I‘l - 1‘2), 1= 1,2. (2)

Note que quando fazemos uma translacao espacial do coordenadas por um vetor ¢, ou seja,
r;i — 7; = r; — ¢; a Eq. (2) é invariante por translagdes, ja que potencial também nao se altera

Virg—r2) =2 V(ri —r2) =V(r1 —c—ra+c¢c)=V(r; —r2). (3)
Assim, ao analisamos a forca total agindo no sistema teremos,
Fiot = V1V(T~1 — ’I:z) + VzV(’I:l - 1:2) =0. (4)

Mas, sabemos que F = Ufit , comparando com o resultado da Eq. (4) concluimos que

dptot
dt

Fiot = =0 < ptot = cte,

o momento linear, Piot, € conservado.
Vamos agora utilizar o formalismo lagrangiano para mostrarmos a conservagao da energia.
Neste formalismo, a lagrangiana e a equagao de movimento sao definidas como sendo

1

L(qla(ilat) :T_V7 T = §mqi27 V: V(ql)7 (5)
d 0L 0L
d#od o4 ©

Agora vamos analisar como a lagrangiana da Eq. (5) se comporta sob a agado de uma
translacao temporal. Derivando a lagrangiana com relagao ao tempo e assumirmos que ela

seja invariante diante de translagao temporal ( = 0) obtemos
N
dL 0L oL oL d oL oL .
i~ g 5 o ) =X (ag 9 og )

04

N N N
dL d /0L dL d /0L d
— i) =>0=—1—-> —(5+di)=—|L— di 7
dt Zdt(& q) dt ;dt( q) dt[ Z(@ql )] ()
Podemos notar que o valor dentro dos colchetes sera constante, porém temos que identifica-la

com a equagao de movimento de Euler-Lagrange dada pela Eq. (6)

oL _or-Vv)_or

oG~ oq  oq Midv ®

Assim reescrevemos a Eq. (8) como

d d d
dt(T V- mqu)—dt(T—V—QT)——

d
dt(_V_T):_fEZO:E:cte,

dt

concluindo assim que a energia serd conservada sob uma translagao temporal.
Podemos derivar as leis de conservacao utilizando o formalismo Hamiltoniano. Para isso, o
primeiro passo é explorar a defini¢ao dos colchetes de Poisson e suas propriedades [1].



Agora propondo uma rotagao de angulo # em torno do eixo z que é mantido fixo. Podemos
descrever essa rotacao da seguinte forma

T =xcosf —ysinb, 7y = xsinf + ycosb. (9)

Como estamos trabalhando com rotacoes infinitesimais, podemos utilizar a aproximagao
cosf =~ 1 e sinf ~ 60, de forma que a Eq. (9) se torna

T =ux— 0Oy, g=0zx+1y. (10)

Agora para as coordenadas e momentos generalizadas, q1 ;= z e g2 := y € p1 := Pz € P2 = Dy
podemos representa-los ao redor do eixo z como

Q=@ =q—€qp; @—@=c1+q; p1L—pP1=p—ep; p2— P2 =epr+pa. (11)
Com isso nossas variacoes infinitesimais sao
deqr = —€qa; Oz = €q1;  Ocp1 = —€p2;  Oep2 = €p1. (12)
Vamos criar a nossa fungao geradora de rotagdo como sendo
7(¢i, pi) = €[t X p| = e(qip2 — qop1) = € - L. (13)

Aqui é importante notar que nossa fun¢ao geradora de rotacao é diretamente proporcional ao
momento angular da particula em torno do eixo z, [,, analisando as derivadas parciais da nossa
fungao temos

or or or or (14)
o = P2 5. = —€P1; o = T€42; o — €4q1.
oq g2 ;1 Op2

Dos colchetes de Poisson podemos obter que [g;, 7| = g—pT_ = 0cq e [pi, 7| = g—qT_ = depi,i = 1,2.

Agora podemos analisar nossa Hamiltoniana diante da rotacao proposta

9 2
6 H = Z (T%-éeqﬂra—pi.&pi) = 2; (8% " Op; * ap; g

) =[H. 7= ~[rH.  (15)

1= 1=

Assumindo que a Hamiltoniana é invariante por rotacéo, podemos notar que

d P
:—Tze ﬂ:O:lZ:cte,
dt

05H=0=[H, 7| =—[r,H| = [r, H| g

de forma que podemos dizer que o momento angular do sistema é sempre conservado quando o
sistema possui uma simetria de rotacao espacial.

I1.2 Simetrias em sistemas quéanticos

Ap6s explorar a relacdo entre as simetrias e as leis de conservacao dentro do contexto da
mecanica classica, podemos passar a analisar dentro da perspectiva da na mecanica quantica.
Neste formalismo, os geradores da mecanica cldssica tornam-se operadores, operadores, os ob-
servaveis sao trocados pelos valores esperados de operadores sob um certo estado quantico |¥)
e os colchetes de Poisson, por comutadores.

Consideremos agora uma translacao infinitesimal de € na coordenada x e o efeito causado na
funcdo de onda independente do tempo deste sistema unidimensional, 1 (z).

voi=ate  Y@) 2 P0) =P - Y@) =P e y(@) + O (16)



o valor esperado do Hamiltoniano apds a transformacao serd
W) = [ gl - o (17)
oo o0 *
=(H) - 6/—00 w*(z)H%daz - e/_oo %H@D(:ﬂ)dm

Resolvendo a tltima integral da equacao acima por partes, chegamos em

/ T g (@)de = — / ") (H(a))de, (18)

oo dz

visto que, por defini¢ao, a funcao de onda se anula em +oco.
Desta forma,

iy =ity - [ (o) (g - o vt (19)
= (H) ~ ([H )

Portanto, em O(e), chegamos que
(H') = (H) < ([H,p]) =0, (20)

usando o Teorema de Ehrenfest, concluimos que o sistema é simétrico sob translacao se, e
somente se, 0 momento quantico p, for conservado.

I1.3 Simetrias continuas

As simetrias podem ser classificadas em duas categorias: continuas, que dependem continu-
amente de certos parametros, ou discretas. Todos os exemplos que vimos até entdo (translagao
espacial, temporal, rotagao) sdo de simetrias continuas. Para este tipo de simetria, conhecer as
transformagoes infinitesimais tem papel fundamental, pois toda transformacao finita pode ser
descrita como uma sequéncia de transformagoes infinitesimais.

Transformacoes de simetria normalmente definem o que chamamos de grupo. Por exemplo:
duas translagoes sucessivas pode ser pensada como uma unica translacao. Similarmente, duas
rotacoes sucessivas definem uma rotacao. As regras para combinar duas transformacoes sao com-
pletamente definidas pelas relagdes de comutagao (ou algebra) dos geradores das transformagoes.
No caso das matrizes de Pauli, que sdo matrizes de rotagao do grupo SU(2), sabemos que elas de-
finem um grupo nao-abeliano (nao-comutativo) que obedecem a seguinte regra de comutacao [1],
04, 0] = 2ihe; j 0k, onde as matrizes de Pauli sao dadas por

e SR () Y () FR

Considere, por exemplo, os estados quénticos

o= (") 2= () 2)

Podemos representar a variacao nestes estados devido a uma rotagao gerada por um elemento

de SU(2) como 3
() - () -



Se o Hamiltoniano do sistema quantico for invariante sob esse tipo de rotagao interna, havera
um nimero quantico que serd conservado (da mesma forma que a simetria sob rotacao espacial
estd relacionada a conservacao do momento angular).

Estudaremos, como exemplo, as rotacoes descritas acima aplicadas a vetores de estado em
um espaco de espago de isospin [1]. O préton e o néutron tém massas muito parecidas, diferindo
apenas pela carga. Ambos possuem um isospin total de I = 1/2. A projegao do isospin sob o
“eixo z”, que chamaremos de I3, entretanto, varia: para o préton, Is = +1/2 e, para o néutron,
Is=—1/2 [1].

Fazendo €; = €3 = 0 na Eq. (23), ou seja, restringindo a rotagdo ao redor do eixo Iz em
nosso exemplo de isospin, chegamos a relagao

|p') = cos O |p) — sin @ |n) (24)
In) = sin @ |p) + cos|n) .

Através da interacao nicleon-niicleon entre |p) e [n), teremos quatro possiveis estados resul-
tantes [1]:

)=o), [a) = —=(lpm) + ) (25)

sy = [nm),  [gha) = Jgopm ~ |np)).

Apés aplicarmos uma rotagao no espago de isospin nos estados [¢1), |¥2), e |i3), veremos
que eles sao indistinguiveis, uma vez que se tranformam uns nos outros, portanto eles formam
um tripleto. J& o estado |¢4), é denominado um singleto porque apds a rotagao no espago de
isospin permanece inalterado sob estd transformacao.

III Conclusao

Vimos que teorema de Noether garante que toda vez que temos uma simetria continua em
um sistema fisico, ou seja, quando uma transformagao continua deixa as equacoes de movimento
invariante temos uma lei de conservacao associada. Mostramos que se o sistema apresenta sime-
tria, obtemos uma quantidade conservada. Em relagao a translagoes temporais, a quantidade
conservada associada é a energia. J& se a simetria é sobre translagoes espaciais a quantidade
conservada é o momento linear. No das equagoes de movimento serem invariantes sob rotacao,
quantidade conservada é o momento angular. Por fim, mostramos que dentro do contexto de
fisica de particulas, a conservacao do isospin é um um conceito importante para a interacao
forte.
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