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1 Introducao

Muitos dos métodos matematicos modernos de interesse para a fisica se destacam pela sua natureza
geométrica. Por tras desses métodos geométricos estao duas estruturas algébricas importantes: as
algebras de Grassmann e de Clifford. Essas duas sao de interesse particular no eletromagnetismo
quando se estuda as equacoes de Maxwell. Este trabalho teve como objetivo estudar o uso dessas
algebras no estudo das equagoes de Maxwell no vacuo e em meios materiais.

2 Metodologia e Discussao

O trabalho foi desenvolvido através de métodos analiticos.
Vamos comecar a discussao falando sobre os espacos de interesse. O trabalho é desenvolvido prin-
cipalmente no espago euclidiano tridimensional e também no espago quadridimensional de Minkowski.
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A Algebra de Grassmann gerada pelo espaco R™, denotada por A R"™, pode ser definida con-
venientemente usando a base canonica e estendendo a definicao por linearidade. Vamos definir
A AR™ — AR™ que satisfaga as seguintes propriedades: Sejam A, B,C' € AR™

ei/\ej = —ej/\el- (1)
ANBANC)=(ANB)ANC (2)
ANB+C)=ANB+ANC (3)
(A+ B)NC=ANC+BAC. (4)

Sendo A, B,C € \R".

Note que o produto de Grassmann nao depende da métrica.

A algebra de Clifford de um espacgo depende de uma métrica e explora a estrutura multivetorial da
algebra de Grassmann. O produto de Clifford, denotado por justaposicao, pode ser definido usando
as seguintes propriedades:

eie;=¢e;-e;+e Ne; (5)
A(BC) = (AB)C (6)
AB+C)=AB+ AC (7)
(A+ B)C = AC + BC (8)
Sendo A, B,C € \R".

Para o estudo das equagoes de Maxwell em tais algebras, é necessario que utilizemos operadores
diferenciais multivetoriais. Temos como um dos principais o operador nabla, definido da seguinte

0 . .. 2
forma: V = e;— 4+ ea—— + e3=——. O nabla age nos campos multivetoriais como um produto. E
8:171 81'2 81'3
possivel aplica-lo como um produto de Clifford, de Grassmann ou interno.

No vécuo, as equagoes de Maxwell assumem a seguinte forma:

= P
E =1
v - (9)
. . 0B
V X B =puJ + Hoco 5 (10)
. 0B
EF=—— 11
VxE=- (11)
V-B=0 (12)

Na algebra de Clifford, tratamos alguns entes fisicos de forma diferente. O campo magnético é o
bivetor B = e1938. Usando o Calculo Geométrico, as equacoes de Maxwell sao escritas da seguinte
forma:

v E="L (13)
€o
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OF

B=—uyJ — - 14
\Y4 o — pogo 5 (14)
- 0B
EF=— 1
VA o (15)
VAB=0 (16)

Na algebra de Clifford do espaco euclidiano tridimensional, essas quatro equagoes se tornam apenas
uma:

pF— g (17)
CEp

Sendo: ¢ a velocidade da luz no vicuo; F = E + ¢B o multivetor de campo elétromagnético; D =

0 : : = : .
V + P o operador multivetorial; J = ¢p — J o multivetor densidade-corrente.
c

Em meios materiais, temos duas novas variaveis nas equacoes: € e pu, que tem relacao com as
propriedades elétricas e magnéticas do meio respectivamente. Por conta disso, vamos definir os

campos D=cEeH=—. Entao, as equacoes de Maxwell em meios materiais sao:
1
V-D=p (18)
- aD
V-H=-J - — 19
ot (19)
= 0B
VAE =——— 20
ot (20)
VAB=0 (21)

g=+zcE (22)

b— % (23)
== (24)
ko = % (25)

j = %p — v (26)

Vamos utilizar o seguinte multivetor para representar o campo elétromagnético f = €+ b e o seguinte

operador diferencial ® =V + , /a,ua. Entao, a equacao unificada de Maxwell em meios materiais é:

Df + eDin(ke) + bDin(ky) = j (27)

XXXII Congresso de Iniciacao Cientifica da UNICAMP - 2024 3



Uma das questoes a se investigar é se seria possivel simplificar esta equagao, de modo que as constantes
k. e k,, sejam unidas em um tnico multivetor que represente as propriedades eletromagnéticas do
material.

Tentamos fazer isso, mas nao conseguimos fazer essa simplificacao utilizando somente as expressoes
das algebras de Clifford e Grassmann.

Até agora, tudo o que mencionamos é feito usando o espaco euclidiano tridimensional, mas também
existem resultados interessantes usando o espaco de Minkowski, denotado por R*!. Neste espaco
adotamos uma métrica que age igual a euclidiana nos vetores da base canodnica, exeto pelo fato de
que nela e4 - e, = —1. Fisicamente esta quarta dimensao representa o tempo.

O campo elétromagnético é representado pelo bivetor F = ZEes + Beysz. Os campos D e H sao
c

representados pelo bivetor G = 6564 —H e123. A densidade de corrente e carga sao representadas

10

pelo multivetor J = J+ cpey. Por fim, utilizamos o operador multivetorial =V —ey=——=.

No vacuo, conseguimos unificar as equagoes de Maxwell assim como no caso tridimensional. Fi-
camos com a equacao:
oF =3 (28)
Por outro lado, em meios materiais nao conseguimos unificar as equagoes. Mas conseguimos
reduzir de quatro para duas:

—

9-G=3 (29)
INF =0 (30)

3 Conclusao

Mostramos como o uso das algebras de Grassmann e Clifford é vantajoso no estudo das equacoes
de Maxwell. No vacuo, é possivel representar as quatro equagoes de Maxwell em uma tinica equacao,
que, para além do formalismo, proporciona um entendimento fisico unificado das quatro equacoes.
O campo eletromagnético é tratado como um tnico objeto. Aplicando o operador diferencial © a
este campo, obtemos o multivetor densidade-corrente, um objeto que representa as cargas e correntes
elétricas, que sao os geradores fundamentais dos campos elétricos e magnéticos. A ideia pode ser
resumida como: a ”"derivada”do campo eletromagnético resulta em seus geradores. Em meios materi-
ais, conseguimos unificar as equacoes no espaco tridimensional, embora nao de maneira tao elegante
quanto no vacuo. Ainda resta a questao de se podemos ou nao simplificar a equacao para torna-la
mais elegante e vantajosa.
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