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1 Introducao

Na disciplina Geometria Analitica e Vetores (MA141) no primeiro semestre dos cursos
na area de exatas e tecnoldgicas é apresentado aos alunos o chamado produto vetorial,
que é um conceito fundamental para a descricao vetorial da geometria do espaco eucli-
diano tridimensional. Enquanto a nocao de adicao de vetores ja se fazia presente na
antiga Grécia através da chamada regra do paralelogramo para a adigao de forgas e de
velocidades, e posteriormente utilizada em vérios trabalhos nos Séculos XVI e XVII [1]
[2], a no¢ao do produto vetorial levou muito mais tempo para emergir. O momento-chave
para a definicao do produto vetorial foi a criacao dos quatérnions por Hamilton em 1843.
Quatérnions, cujo conjunto é denotado por H, sao objetos que apresentam uma parte
escalar e uma parte vetorial, e portanto o produto de quatérnions apresenta componentes
escalar e vetorial. A parte vetorial do produto de quatérnions puros (ou seja, com parte
escalar nula) é basicamente o conhecido produto vetorial. Este produto passou a ser visto
dissociado dos quatérnions a partir do trabalho de Gibbs em 1886, onde este definiu os
produtos escalar e vetorial, ao passo que nos quatérnions estes sao parte de um mesmo
produto.

O produto vetorial u X v costuma ser definido como um vetor normal ao plano con-
tendo os vetores u e v, com magnitude igual a da area do paralelogramo definido por estes
vetores, e sentido definido pela regra da mao direita. Dentre suas particularidades, temos
que o produto vetorial é anti-comutativo, ou seja, u X v = —v X u, € nao associativo,
ou seja, (u X v) X w # u X (vx w). Uma pergunta relevante que um estudante pode
fazer durante MA141 é se esta definicao de produto vetorial pode ser usada para espagos
diferentes do espaco euclidiano tridimensional, por exemplo um espaco euclidiano bidi-
mensional ou quadrimensional. Talvez esse estudante fique frustrado ao saber que isso
nao é possivel. Além disso, provavelmente ficara surpreso ao ser informado que o produto
vetorial s6 pode ser definido em espacos vetoriais com dimensao 1, 3 e 7. O motivo é o
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chamado teorema de Hurwitz [3], que afirma que as tunicas algebras de divisdo com norma
sobre R sao (a menos de isomorfismo) R, C, H e O (octonions). De fato, se no caso
tridimensional um vetor foi identificado com a parte vetorial de um quatérnion, podemos
pensar identificar um vetor com a parte pura (ou imaginaria) Pu(z) de z € {C,H, O}
[4], e consequentemente identificar o produto vetorial com a parte pura do produto em
{C,H, O}. Mas as dimensoes (sobre R) de {C,H, O} sao 2, 4 ¢ 8, de modo que Pu(C),
Pu(H), Pu(O) apresentam dimensao 1, 3 e 7, respectivamente.

Por outro lado, no mesmo ano que Hamilton descobriu os quatérnions, Grassmann
descobriu a algebra hoje conhecida como algebra exterior. Com uma visao original e enge-
nhosa, Grassmann associou & geométricos distintos vetores de espagos vetoriais distintos.
Dessa forma, enquanto a segmentos de reta orientados associamos vetores, a fragmentos
de plano orientados associamos outros vetores, denominados 2-vetores ou bivetores para
distingui-los dos vetores associados aos segmentos de reta orientados (que podemos tam-
bém chamar de 1-vetores, para deixar mais clara a distin¢ao entre eles). Esse raciocinio
pode obviamente ser generalizado para qualquer dimensao, ou seja, podemos associar k-
vetores a fragmentos de hiperplanos k-dimensionais. O chamado produto exterior dos
vetores u e v, denotado por u A v resulta portanto em um 2-vetor, e nao um 1-vetor. O
produto exterior é anti-comutativo, mas ao contrario do produto vetorial, ele é associativo.
O produto exterior de k vetores v; (i = 1,..., k) resulta em um k-vetor v1 Ava A--- A vg.
Se denotarmos o espaco vetorial dos k-vetores por A"(V), onde V = A'(V), néo é dificil
vermos que a dimensao de /\k(V) é (Z), onde n = dim V. Lembrando que (Z) = (nﬁk),
segue que as dimensoes de A*(V) e A" "(V) sdo iguais. Como os espacos vetoriais de
mesma dimensdo (finita) sdo isomorfos, existe um isomorfismo entre A*(V) e A" (V).
Este isomorfismo é usualmente escolhido como o chamado isomorfismo de Hodge [5]. A
relacao entre o produto vetorial e o produto exterior emerge quando n = 3 justamente
do fato que para n = 3 os espacos A\'(R®) e A*(R?) siio isomorfos. A relaciio entre
estes produtos ¢ u X v = x(u A v), onde * denota o isomorfismo de Hodge. Ja para o
produto vetorial definido em n = 7 este isomorfismo nao existe pois dim A'(R7) = 7 e
dim \*(R7) = 21.

Uma outra estrutura algébrica onde o produto de vetores nao esta limitado a casos
particulares é a chamada &lgebra de Clifford. Existem diferentes definicoes de uma al-
gebra de Clifford, e uma discussdo sobre isso pode ser encontrada em [5|. Apesar das
algebras exterior e de Clifford serem diferentes enquanto algebras, elas compartilham a
mesma estrutura vetorial. De fato, usando bases ortogonais de V, podemos identificar
a estrutura multivetorial da algebra exterior na algebra de Clifford uma vez que, se e;
(1 =1,...,k) sdo vetores ortogonais, e denotando o produto de Clifford por justaposicao,
temos ejesz...ep, = e; Aey A --- A e, Com isso uma algebra carrega um dos grandes
trunfos da algebra exterior que é a sua estrutura multivetorial. Além disso, as algebras de
Clifford sao isomorfas a certas algebras matriciais [5], o que garante a elas uma vantagem
do ponto de vista computacional.

Os nameros complexos e os quatérnions sao exemplos de édlgebras de Clifford, mas
os octonions nao. De fato, algebras de Clifford sao algebras associativas, ao passo que
a algebra dos octonions nao é associativa. Entretanto, podemos definir [4] um produto
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com as mesmas propriedades do produto dos octonions dentro de uma &algebra de Clifford.
Esse fato foi explorado em [6] para construir deformagoes de um produto de octonions.
O ponto-chave por detras disso é o uso do conceito de paravetores. Definimos um k-
paravetor como um elemento de []*(V) = A" (V) @ A*(V). Vamos representar aqui
um k-paravetor com uma letra maitscula e o subscrito k (e.g. Pgy) Assim como nos
referimos a um 1-vetor simplesmente como um vetor, um 1-paravetor é dito simplesmente
um paravetor. Esses objetos sdo fundamentais na analise de Clifford [7], que é uma gene-
ralizacao da analise complexa. Também podem ser usados, por exemplo, na construcao
de uma representagao da algebra DKP usando formas diferenciais 8] (neste caso, usando
k-paraformas diferenciais).

Diante dos resultados em [4] e [6] e das observagoes acima, podemos nos perguntar
se é possivel definir um produto de paravetores relacionado com o produto vetorial. Se
possivel, este produto deve ter as mesmas propriedades do produto vetorial para n = 3
en =7 (o caso n =1 é trivial), mas certamente deve exibir propriedades diferentes em
outras dimensoes. Responder esta questao e determinar as possiveis propriedades deste
produto é o principal objetivo deste pesquisa.

2 Metodologia

Por tratar-se de um assunto bastante avancado para uma aluna de primeiro e segundo
ano de graduacao, a pesquisa consistiu de muita leitura e discussao durante os primeiros
meses de execugao. Os principais materiais estudados foram as referéncias [4] e [9]. Ori-
entador e aluna encontraram-se semanalmente na sala do professor para discutir a leitura
da semana, sanar eventuais dividas e conferir a resulugao de exercicios, principalmente
aqueles encontrados nos capitulos 1, 3, 5, 7 e 23 de |4], que foram os mais explorados
deste livro em particular.

Em seguida, quando a aluna alcangou um conhecimento satisfatorio sobre os funda-
mentos das algebras de Clifford e sobre a natureza dos paravetores, iniciou-se o trabalho
de pesquisa de fato, a fim de obter resultados sobre as propriedades algébricas destes
objetos. As reunioes semanais continuaram, mas desta vez mais voltadas a passar a aluna
pequenas tarefas a cumprir para guiar sua pesquisa na dire¢ao mais favoravel a obtengao
de resultados. As vezes estas tarefas envolviam resolver contas e tentar provar conjec-
turas usando lapis e papel, outras vezes contavam com a ajuda da tecnologia, através
do programa Mathematica, que implementa um sistema de algebra computacional, para
conferir resultados. O pacote [10] faz possivel trabalhar com é&lgebra de Clifford dentro
do Mathematica, tornando-se assim uma poderosa ferramenta para a presente pesquisa,
que a partir de um ponto ocupou-se de resolver problemas que exigiam uma capacidade
computacional sobre-humana, pelo menos para resultados mais praticos.
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3 Resultados e Discussao

Primeiramente, conferimos que, assim como era esperado, é possivel definir um pro-
duto de paravetores com propriedades interessantes em algebras de Clifford de espacos
euclidianos de dimensao 1, 3 e 7. O caso de dimensao 1 é trivial. Mais especificamente,
conseguimos definir tal produto em Cly3, Ch; e Cly 7, onde os inteiros p, ¢ em Cl, , indi-
cam que estamos lidando com a algebra de Clifford do espago RP?, no qual p vetores da
base quadram positivamente e g vetores da base quadram negativamente.

Para definir o produto, utilizamos uma abordagem semelhante aquela encontrada em
[4] (capitulo 7), na defini¢do do produto vetorial, que ¢é feita a partir das operagoes dis-
poniveis nas algebra de Clifford e da utilizacao de um multivetor arbitrario auxiliar. De
forma parecida com livro, chegamos a conclusao de que este multivetor arbitrario envolve
um trivetor, cujo formato especifico varia conforme a dimensao do espaco no qual esta-
mos trabalhando. Uma diferenca, entretanto, é que agora, trabalhando com paravetores,
o trivetor deve ser somado a um escalar, o qual deve ser exatamente 1. Veja:

Definigao 1. Sejam Py e Qquy paravetores em Cl, 4, com p+q =n. O produto parave-
torial o de Ppy e Qqy € definido como

PryoQuy = <P{1}Q{1}‘I’>0@1 (1)

, onde (), denota a operagao de projecio, isto €, de filtrar apenas a parte k-vetor de um
multivetor, e W =1+ U3. U3 € definido de forma diferente para cada n:

o paran =3 (Cls, Chy): Vs = eja3, sendo e1a3 = e1e2e3 = €1 A ex A es o elemento
de volume orientado unitdrio, e e; (i = 1,2,3) os vetores da base de R%? e R%!
respectivamente;

e paran =7 (Clyz): W3 = €14 + €235 + €346 + €as7 + €561 + €o72 + €713, sendo ejjp =
e;eje, = e; Nej Neg (1,5, k € {1,2,3,4,5,6,7}), e cada e; (i =1,2,3,4,5,6,7) os
vetores da base de R®7.

Um resultado interessante que obtivemos diz respeito justamente a escolha do trivetor
para n = 7. Conseguimos demostrar de maneira engenhosa que existem exatamente 480
possibilidades de escolha para este trivetor.

As propriedades que buscamos impor no nosso produto de paravetores foram principal-
mente aquelas que generalizam a associatividade para algebras nao-associativas, tomando
como referéncia os octonions, que sao os ultimos das algebras de divisao com norma sobre
R, segundo o teorema de Hurwitz [3]. Conseguimos verificar que o produto de parave-
tores acima enunciado forma uma algebra alternativa, flexivel e que, portanto, respeita
as identidades de Moufang nos espagos vetoriais nos quais ele é definido [11]. Isso signi-
fica que, no caso do produto de paravetores que definimos, para paravetores arbitrarios

Py, Qqy € Hl(V) temos:

1. Flexibilidade:
(PyoQquy) o Puy = Py o (Qquy o Pray)
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2. Alternatividade:
(Py o Puy) o Quy = Py o (Pay o Qquy) e Puy o Quuy 0 Qpuy) = (Pay 0 Qpuy) 0 @y
3. Identidades de Moufang:
Ppyo(Quy o (Puyo Ruy) = (Ppy o (Quy) o Puy) o Ry
Quy o (Puyo (Rpyo Puy) = (Qquy o (Puy) o Ry) o Py
(PuyoQuy) o (Buy o Pry) = (Puy o (Qpy o Rpy) o Py
(Puy o Quy) o (Ruy o Py) = Py o ((Qquy © Byay) o Pray).
Por fim, gostariamos de pontuar que tentamos elaborar um argumento limpo para
provar que nao é possivel definir um produto com essas propriedades para n diferente de
1, 3 e 7, o que parece ser o caso considerando as investigagoes que conduzimos com o

Mathematica, mas sera necessario mais estudo para concluir tal feito de maneira satisfa-
toria.
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